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NOTACIONES 


a t , a u , Oz Fatigas normales ligadas a pianos perpendieulares 
al eje x, y, z. 

<r B Fatiga normal ligada a un piano perpendicular a 
la direction n. 

a pi Fatiga normal en el punto de fluencia. 
cr ( Fatiga normal de trabajo. 
x Fatiga cortante. 

t„*, T a Fatigas cortantes paralelas a los ejes y, z, x, y 
ligadas a pianos perpendiculares a los ejes x, y, z. 
x t Fatiga cortante de trabajo. 

8 Alargamiento total, flecha total, 
s Alargamiento unitario. 

£jr s z Alargamiento unitario en las direcciones x, y, z. 

Y Distorsion unitaria, peso por unidad de volumen. 
E Modulo de elasticidad en traccion y compresiou. 

G Modulo de elasticidad por cortadura. 
jx Relacion de Poisson. 

A Dilatacion. 

K Modulo de elasticidad por volumen. 

M t Momento torsor. 

M Momento Sector en una viga. 

V Fuerza cortante en una viga. 

A Area de seccion recta. 

l v> l z Momentos de inercia de una figura plana con re 
lacion a los ejes y y z. 
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NOTACIONES 


hy, k z Radios de giro correspondientes a I v , I t . 

I v Momento de inercia polar. 

Z Momento resistente. 

C Rigidez a la torsion. 

I Longitud de una barra, luz de una viga. 

P, Q Fuerzas concentradas. 
t Temperatura, espesor. 
a Coeficiente de dilatation por el calor. 

V Energla de deformation. 

w Energia de deformacion por unidad de volumen. 
h Altura de una viga, espesor de una placa. 
q carga por unidad de longitud. 

0 Angulos. 
p Presion. 

D, d Diametros. 

M. r Radios. 

W Peso, carga. 
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PRIMERA PARTE 

CAPITULO PRIMERO 

tracciOn y compresiOn 

POR DEB A JO DEL LlMITE DE ELASTICIDAD 

1. Elasticidad. — Suponemos quo un cuerpo esta formado 
por particulas pequenas o moleculas entre las cuales aetuan 
fuerzas. Estas fuerzas moleculares se oponen a cambios de for- 
ma del cuerpo cuando sobre 61 aetuan fuerzas exteriores. 

Si un sistema exterior de fuerzas se aplica al cuerpo, sus par- 
ticulas se desplazan y estos desplazamientos mutuos continual) 
hasta que se establece equilibrio entre el sistema exterior de 
l’uerzas y las fuerzas interiores. 

Se dice en este caso que el cuerpo estA en estado ue defor- 
macion. 

Durante la deform acion, las fuerzas exteriores que aetuan 
sobre el cuerpo realizan trabajo, y este trabajo se transforma 
completa o parcialmente en energia potencial de deformacion. 
Ejemplo de esta acumul acion de energia en un cuerpo defor- 
mado es el caso de un muelle de reloj . 

Si las fuerzas causa de la deformacion del cuerpo disminu- 
yen gradualmente, el cuerpo vuelve total o parcialmente a su 
forma primitiva y durante esta deformacion inversa la energia 
potencial de deformacion acumulada en el cuerpo se recupera 
en forma de trabajo exterior. 
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2 RESTKTEWCTA DE MATER! Ale? 

Sea, por ejemplo, una barra prismatica cargada en su ex- 
iremo tal como indica la figura 1. Bajo la accion de esta carga, 
la barra se alarga una cierta cantidad. El punto de aplicacion 
de la carga se desplaza en su direccion y la carga realiza un tra- 
bajo positivo durante este movimiento. 

Cuando la carga disminuye, el alargamiento de la barra dis- 
minuye tambien, el extremo cargado se desplaza hacia arriba y 
la energia potencial de deformacion se trans- 
forma en el trabajo de desplazar la carga en 
sentido contrario a su direccion. 

La propiedad que tienen los cuerpos de 
recuperar su forma primitiva al descargarlos 
se denomina elasticidad. 

Se dice que el cuerpo es perfectamente 
elastico si recobra su forma original de un 
modo complete al descargarlo, y que es par- 
cialmente elastico si la deformacion producida 
por las fuerzas exteriores no desaparece por 
complete al descargarlo. En el caso de un 
cuerpo perfectamente elastico, el trabajo realizado por las fuer- 
zas exteriores durante la deformacion se transforma completa- 
rnente en energia potencial de deformacidn. 

En el caso de un cuerpo parcialmente elastico, parte de aquel 
trabajo se transforma en calor desarrallado en el cuerpo durante 
la deformacion no elastica. Experimentalmente, se ha visto que 
cuerpos tales como el acero, la madera y la piedra pueden con- 
siderate como perfectamente elasticos por debajo de cierto 
limite que depende de las propiedades del material. Suponiendo 
que las fuerzas externas que actuan sobre una estructura son 
eonocidas, es un problema fundamental para el proyectista di- 
mensionar las partes de la estructura para que esten en condi- 
ciones perfectamente elasticas en todos los casos de carga. 
ISoiamente en tales condiciones la estructura tendra una vida 
larga y segura y no presentara deformaciones permanentes en 
sus elementos. 

- 2. Ley de Hooke. — Experimented realizados sometiendo a 
extensidn barras prismaticas han hecho ver que entre ciertos 
’.Smites el alargamiento de la barra es proporcional a la fuerza 
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extensora. Esta sencilla relacion lineal entre fuerzas y deforma- 
ciones fue enunciada por primera vez por el investigador ingles 
Robert Hooke 1 en 1678 y Ueva su nombre. 


Usando la notacion: 


p Fuerza total de extension. 

I Longitud de la barra. 

A Area de la seccion recta de la barra. 

8 Alargamiento total de la barra. 

E Constante elastica del material, llamada modulo de 
elasticidad. 


La ley de Hooke se expresa por la siguiente ecuacion: 


8 = 


PI 

AE' 


( 1 ) 


El alargamiento de la barra es proporcional a la fuerza ex- 
tensora y a la longitud de la barra, e inversamente proporcional 
a la seccion recta y al modulo de elasticidad. 

Al realizar estos ensayos deben tomarse las precauciones ne- 
cesarias para tener la seguridad de que la aplicacion de la carga 
se realiza axialmente. De este modo se evita cualquier flexion 
de la barra. 

Prescindiendo de las porciones de la barra situadas en las 
proximidades de las fuerzas aplicadas 2 , puede asegurarse que 
durante la traction todas las fibras longitudinales de la barra 
prismatica tienen el mismo alargamiento y las secciones rectas 
de la barra planas y perpendiculares al eje quedan en estas con- 
diciones despu6s de la extension. 

Para encontrar la ruagnitud de las fuerzas interiores imagi- 
nemos la barra divkiida on dos partes, por una seccion recta mn, 
y consideremos el equilibrio de la parte inferior de la barra —figu- 
ra 1 (&)■ — . En el extremo inferior de este trozo tenemos la fuer- 
za P. En la parte superior actuan fuerzas que representan la 
accion de las particulas de la parte superior de la barra cargada 


1 Robert Hooke, De Potentia restitutiva, London, 1678. 

* La distribution de las fatigas en las proximidades de los puntos 
de aplicacion de las fuerzas responde a una ley mas complicada y se 
discutira en la Seguuda parte. 
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sobre las partfculas de la parte inferior. Estas fuerzas estan dis- 
tribuidas de modo continuo sobre la seccibn recta. Un ejemplo 
corriente de distribution continua de fuerzas sobre una super- 
ficie es el de una presion hidrostatica o el de la presion de un 
vapor. En estas distribuciones continuas de fuerza la intensidad 
de la fuerza por unidad de area es de la mayor importancia. 
En nuestro caso, como las fibras tienen el mismo alargamiento, 
la distribucion de fuerzas sobre la seccion recta mn sera uni- 
forme. 

La suma de estas fuerzas para cumplir las condiciones de 
equilibrio —fig. 1 (6)~ debe ser igual a P. La fuerza por unidad 
de seccion recta valdra: 

r 

C = T W 

Esta fuerza por unidad de area se llama fatiga o esfuerzo. 
En adelante, las fuerzas las mediremos en kilogramos, las areas 
en cm. 1 2 y las fatigas en kg./cm. 2 El alargamiento de la barra 
por unidad de longitud se determina por la ecuacibn 

8 

2 = j ( 3 ) 

y se denomina deformacibn unitaria. 

Usando las relaciones (2) y (3), la ley de Hooke puede re- 
presentarse de la forma siguiente: 


y el alargamiento unitario se calcula de este modo facilmente 
en funcion de la fatiga y del modulo de elasticidad del mate- 
rial. El alargamiento unitario e es un numero abstracto, puesto 
que mide la relation por cociente de dos longitudes, ecuacion (3); 
se deduce, por tanto, de la ecuacibn (4) que el modulo de elas- 
ticidad se mide en las mismas unidades que la fatiga, es decir, 
en kg./cm. 2 En la tabla I se indican valores de E para distintos 
materiales 3 . 


1 Segunda parte se analizaran rn4f> detalladamente las propie. 

wades mecamoas de los materiales. 
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Las ecuaciones (1) a (4) pueden usarse tambien en el caso 
de compresion de barras prismaticas. Entonces 8 representa la 
contraccion longitudinal total, e la deformacion unitaria de 
compresion v a la fatiga de compresibn. El modulo de elasti- 
cidad para compresibn es en muchos materiales igual al de ex- 
tension. 

En los calculos, las fatigas y deformaciones de extension las 
considerareuios positivas y las de compresibn negativas. 

TABLA T 


PROPTEDADES MECAnICAS DE LOS MATERIALES 


Materiale- 

J'J 

(Kg./cm.*) 

Punto de fluencia 
(Kg./cm. a ) 

Fatiga de rotura 
(Kg./cm.*) 

Acero al carbono, de 




0,16 a 0,25 por 100 



3,8 X 10 8 -4.5 X 10 3 

de carbono 

2 x 10 6 

2 x 10 *- 2,8 x 10 8 

Acero al niquel. de 3 a 
3.5 por 100 de ni- 



5,5 X lO^XlO 3 

quel., 

2 x 10" 

2,8 X 10 3 -3,5 X JO 3 

Duraluminio 

7 X 10 6 

2,4 X 10 3 -3,1 X 10 3 

3,8 X 10 3 -4,5 X 10 s 

Cobro 

1,1 X 10 6 

— 

2 x 10 3 -2,8 X It) 3 

Vidrio 

7 X 10 6 

— 

250 

Madera 

1 X 10 6 

— 

560-1.400 

Hormigon a coinpre- 



210 

si6n 

2,8 X 10 6 

— 


Problemas 

1. Determinar el alargamiento total de una barra de acero de 
60 cm. de longitud si la fatiga do extension es igual a 1.000 kg./cm.*. 

Solution: 

s = « x l = 2^756 x 60 = 0,3 mm ‘ 

2. Determinar la fuerza total de extension de una varilla cilin- 
drica de acero de 2 cm. de diametro si el alargamiento unitario es igual 
a 0,7 X 10- 3 . 

Solution: La fatiga de extensi6n en la barra, deducida de la eeua- 
ci6n (4), es 

a = s • E = 0,7 X 10- 3 X2X 10* = 1,4 X 10 3 kg./cm.' 
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La fuerza extensora, ecuacion (2), sera: 

_ 02 

P = c- 4 = l,4x 10 3 * * * * x -j- = 4.400 kg. 

3. Cu&l es la relation de los mddulos de elasticidad de los materia- 
les de dos barras de las mismas dimensiones si bajo la aeeibn de fuer- 
zas de extensidn iguales los alargamientos imitarios de las barras es- 
taa en la relation 



Determiner dichos alargamientos unitarios si una de las barras es 
de aeero, la otra de cobre y la fatiga de extension. 700 kg./em. 2 

Solution: Los modulos son inversamente proporeionales a los alar- 
gamientos unitarios. 

Para el acero. e = _ = 0,00035. 

2 x 10® ’ 

Para el eobre, e = t— , ‘ ^ = 0,00064. 

1,1 x 10* 

4. Una barra prismatica de acero de 60 cm. de longitud alarga 
0,6 mm. bajo la accidn de una fuerza extensora. Hallar el valor de la 
fuerza si el vo lumen de la barra es 16 cm. 8 

5. Un trozo de alambre de 30 cm. de largo, sometido a una fuer- 
za extensora de 600 kg., alarga 25 mm. Hallar el m6dulo de elasticidad 
del material si el Area de la seccion recta del alambre es 0,25 cm. 1 

3. Diagrama de traccidn. — La proporcionalidad entre la 

fatiga y el alargamiento unitario solamente es cierta por debajo 

de una cierta fatiga llamada limite de proporcionalidad, el cual 

depende de las propiedades del material. Por encima de este li- 
mite, la relaeion entre el alargamiento unitario y la fatiga es 

mas complicada. Para materiales como el acero, la proporcio- 
nalidad tiene lugar hasta. un limite de fatiga bastante elevado, 
tai como 1,8 X 10 3 6 2,1 X 10 3 kg./cm. 2 

En otros materiales, fundicion, cobre recocido, el limite de 
proporcionalidad es muy bajo y no siguen la ley de Hooke,- 
aun cuando la fatiga sea muy pequena. A1 investigar las pro- 
piedades mecanicas de los materiales por encima del limite de 
proporcionalidad, la relaeion entre fatiga y deformation se re- 
presenta graficamente por un diagrama. La figura 2 representa 
el diagrama tipico de un acero. En el los alargamientos estan 
tornados en el eje horizontal y las fatigas correspondientes lle- 
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vadas como ordenadas de la curva OBCD. Desde 0 a A la fa- 
tiga y la deformacion son proporeionales; pasado A, la ley de 
Hooke no se cumple. La fatiga correspondiente a A es el limite 
de proporcionalidad. Cargada la barra por encima de este li- 
mite, el alargamiento crece muy rapidamente y el diagrama se 
transforma en una curva. En B se 
presenta un subito alargamiento ' 

de la barra, sin apreciable aumen- C \ 

to de la fatiga de extension. / 0 

Este fenomeno, llamado iluen- z-' 
cia del material, corresponde en j A (a; 

el diagrama a un tramo horizon- f 

tal de la curva. La fatiga corres- ^ | _ 

pondiente al punto B se deno- 

mina fatiga de fluencia. Para car- 

gas may ores, el material recupera / 

su resistencia, como se ve en el / 

diagrama, y se necesitan aumen- / (b) 

tos en las fatigas para obtener / 

aumentos del alargamiento. En / 

el punto C la fatiga alcanza su n . , , 

1 e Diagrama de ensayo a Iracaon 

valor maximo, y esta fatiga se de- 

nomina carga de rotura del ma- Fig. 2 

terial. Pasado el punto G, la barra 

se alarga con disminucion de la carga, y finalmente se presenta la 
rotura para una carga correspondiente al punto D del diagrama. 

Se ve experimentalmente que el alargamiento de la barra 
viene acompanado de una contraction lateral muy acentuada 
en las proximidades de la rotura; pero en la practica, para el 
calculo del punto de fluencia y de la carga de rotura la fatiga se 
refiere a la seccion recta inicial de area A . Todas estas cuestiones 
seran examinadas mas detalladamente (vease Segunda parte). 

La figura 2 ( b ) representa el diagrama de extension para la 
fundicion. Este material tiene un limite muy bajo de proporcio- 
nalidad 1 y no presenta definido el punto de fluencia. 


Fig. 2 


1 Para establecer este limite mediante ensayos es necesario em- 
plear extensometros muy sensibles en la medida de los alargamientos. 
(Vease Griineisen, Berichie d. dcutsch. phys. Oesellschaft., 1^06.) 
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Diagramas analogos a los de extension pueden obtenerse 
para la oompresion de di versos metales y determinar sus partes 
caracteristicas. 

4. Fatiga de trabajo. — Un diagrama de extensibn da una 
information completa de las propiedades mecanicas de un ma- 
terial. Conociendo el limite de proporcionalidad, el punto de 
fluencia y la fatiga de rotura del material, es posible establecer 
en cada problema particular de ingenieria la magnitud de la 
fatiga que puede considerarse como una carga de seguridad; 
esta fatiga se llama corrientemente fatiga de trabajo. 

A1 escoger el valor de la fatiga de trabajo para el acero, debe 
tenerse en euenta que para fatigas inferiores al limite de propor- 
cionalidad el material puede considerarse perfectamente elas- 
tico, y por encima de este limite parte de la deformation la con- 
serva corrientemente la barra al ser descargada. Dielio de otro 
modo, se presentan deformaciones permanentes. 

Para que la estructura estb siempre en condiciones elasticas 
y no exista posibilidad de deformaciones permanentes, se acos- 
tumbra a escoger la fatiga de trabajo bastante por debajo del 
limite de proporcionalidad. En la determinaoibn experimental 
de este limite se utilizan aparatos muy sensibles (extensometros) 
y la determination de la position de dicho limite depende en 
muy alto grado del cuidado con que se hacen las medidas. Para 
eliminar la dificultad que esta indeterminacion produce, se toma 
corrientemente el punto de fluencia o la fatiga de rotura del ma- 
terial como base para determinar la fatiga de trabajo. Repre- 
sentando con a t , <j Fl y a r , respectivamente, la fatiga de traba- 
jo, el punto de fluencia* y la fatiga de rotura, la magnitud de 
la fatiga de trabajo se determina por una de las dos relaciones 
siguientes: 


c Fl 

c t = , 

n 


6 



( 5 ) 


n y n l se 11am an corrientemente factores de seguridad y deter - 
minan la magnitud de la fatiga de trabajo. En el caso de estruc- 
turas de acero se toma el punto de cesion o fluencia como base 
para calcular la fatiga de trabajo, con objeto de que no se pre- 
senten deformaciones permanentes en las estruoturas. El coefi- 
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ciente de seguridad n = 2 se usa corrientemente cuando las 
cargas que actuan sobre la estructura lo hacen de modo perma- 
nente. Cuando las cargas son variables o se aplican de modo 
subito, caso muy frecuente en maquinaria, es necesario calcu- 
lar con mayor coeficiente de seguridad. Para materiales quebra- 
dizos, como fundicion, hormigon, diversas clases de piedxas, y 
para materiales tales como la madera, se toma la fatiga de ro- 
tura como base para determinar la fatiga de trabajo. La mag- 
nitud del coeficiente de seguridad depende en su mayor grado 
del cuidado con que en el calculo se han determinado las fuer- 
zas exteriores que actuan sobre la estructura, las fatigas co- 
rrespondientes a sus distintas partes y la homogeneidad de los 
materiales usados. Mas adelante insistiremos sobre esta impor- 
tantisima cuestion (vease Segunda parte). 


Problemas 


1. Determinar el di&metro d de los pemos de acero N 
prensa para un esfuerzo m&ximo P = 60.000 kg. (fig. 3), si 
ciente de trabajo para el acero es en este 

caso a £ => 1.000 kg./cmA Determinar el ( j 

alargamiento total de los pemos para la 1 | 

carga maxima, si la longitud entre sus ca- ruA Tv 
bezas es 1,60 m. I 11 

Soluci&n : El area necesaria en la section =| 

recta, ecuacidn (2), es ■ 1^ ■ 


de una 
el coefi- 


7C d 2 

A -~r 

de dondo 


60.000 
2 x 1-000 


= 25 cm.*; 


■ 5,64 cm. 


El alargamiento total, ecuaciones (3) 

y (4), es 


8 =^=i^ 


2 x 10* 


X 1.500 = 0,75 mm. 


2. Una estructura est& formada por dos 
barras iguales de acero (fig. 4) de 4,60 m. de ^ IG ' 

longitud, cuyos extremos estan sometidos a 

la accion de una carga vertical P. Determinar la seccidn recta de la barra 
y el descenso vertical del punto B para P = 2.500 kg. c t = 800 kg./cm.* 
y el angulo initial de inclination de las barras, 30°. 
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Solucidn: De la figura 4 (6), que representa la condicion de equi- 
librio del nudo B, se deduce que la tension en las barras es 


P 

2 sen 0 ’ 


para 6 = 30°; £ = P = 2.500 kg. 

_ fc La seccion neoesaria es 


gP*>-j0 S 2.500 1 

4 ^ = ^ = w = 3 8 cm -* 

0 fa, La flecha B B l se halla median - 

P te el triangulo DBB 1 , en el que, 

P ^ ac ^ a su pequenez, el arco BD, de 

' radio igual a la longitud de las ba- 
Fig. 4 rras, se sustituye por la perpendicular 

bajada sobre AB lt posicion de la ba- 
rra despues de la deformacibn , desde el pun to B. 

El alargamiento total de la barra A B es 

B 1 D = e • l = ^ = 2“Y0« x 4 ' 500 = 1,8 mm - 


y la flecha 


= 3,6 mm. 


Se ve que la variacion del angulo 0 debida a la flecha BB, es 
muy pequena y que el calculo realizado para hallar S, basado en la 
hipdtesis de que G = 30°, es suficientemente apro- 
ximado. i q 

3. Determinar el alargamiento total de la barra 4 I 

de acero AB, cuya seccion recta es 6 cm.* y esta j 

sometida a la accion de las fuerzas Q = 5.000 kg. I ^ 25 cm. 

P = 2.500 kg. (fig. 5). 

Solucidn: La fuerza extensora para los trozos * J 
superior e inferior de la barra es igual a Q, y para P ' ; '25 cm 

el trozo central, igual a Q — * P. El alargamiento to- pi 2 1 
tal sera — 1 1 — 


l 2 '25 cm 


> Ql 1 , ( Q — P)h 
‘ AE' AE 
, 2.500 X 250 


( 5.000 x 250 
! 2 x 10® x 6 


l f ' 25cm 


2 x 10« x 6 


- 0,26 mm. 


4. Determinar las dimensiones de las secciones ** 

rectas de la viga de madera BC y de la barra de Fig. 6 

acero AB de la estructura ABC cargada en B, si el 
coeficiente de trabajo para la madera se toma a t = 10 kg./cm.* y 
para el acero c t = 800 kg./cm. a . La carga P = 3.000 kg. Las dimen- 
siones de la estructura, las de la figura 6. Determinar las componeii- 


10 kg./cm. 1 


tracch'ix y compreskW 


ii 


t, efl vertical v horizontal del desplazamiento del pimto B, debido a 
[a deformacion de las barras. 



Fig. 6 


Solucidn: De la figura 6 (5), que representa el equilibrio del nudo B 
7 es un triangulo semejante al A BC de la fig. 6 (a), se deduce 

S = P ^ = 5.000 kg. 

Ay l 

S X = P = 4.000 kg. 

Las secciones correspond! entes a la barra de acero y a la viga de 
madera seran: 


A - 0. = 5 -°° - = 6,25 cm. 2 ; A x = — = = 400 om - S - 

<y t 800 10 

El alargamiento total de la barra de acero y el acortamiento de la 
viga de madera son: 

SI 5.000 4.500 - 

s.l, _r000 «00 

8l = ra _ 10* X 400 


Para determinar el corrimiento del nudo B, debido a la deforma- 
ci6n, se trazaran dos arcos con centros en A y C fig. 6 (®) y *- a 
dios iguales a las longitudes de las barras A B y CB despu6s de la de- 
formacion. Su interseccion define la posicion nue\a B del nu o . a 
construccion se realiza en figura aparte y a mayor escala fig. 6 ( c ) • 

BB l es el alargamiento de la barra de acero, y BB Z el acortamien o 
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de la viga de madera. Las perpendieulares de trazos reemplazan a los 
arcos indicados anteriormente. Por consiguiente, BB' es el corri- 
miento del nudo B. Las componentes de este corrimiento se deduced 
facilmente de la figura. 

5. Determinar en el problema anterior la inclinaciAn de la ba- 
rra A B, de modo que su peso sea minimo. 

Solucidn: Representando por 8 el Angulo entre la barra y la viga y 

por 1, la longitud de la viga, se tiene: Longitud de la barra l = > 

P . P 

tension de la barra S = 5 y secciAn necesaria en la barra A = — — — ' 

sen 8 J at sen 9 

El volumen de la barra sera: 

i. A = h P = 2llP . 

at sen 0 cos 0 at sen 2 0 

Por consiguiente, el volumen y el peso de la barra son mlnimos 
cuando sen 20 = 1; es decir, 0 = 45°. 

p p 




Fig. 7 


6. La estractura triangulada A BCD —fig. 7 fa ) — - estA formada 
por cinco barras de acero de 6 cm. ! de secciAn recta y sometida a la 
accion de las fuerzas P — 6.000 kg. en la direccion de la diagonal. De- 
terminar las variaciones de los Angulos en A v C, debidas a la defor* 
maciAn de la estructura. Determinar la variaciAn de esos mismos An- 
gulos si se aplican fuerzas como las de la figura 7 (6). 

Solution: En el caso de la figura 7 (a), la diagonal es la Anica barra 
que trabaja. Suponemos fijo el nudo D e invariable la direccidn de la 
diagonal, el corrimiento del nudo B en la direcciAn de la diagonal sera 

PI 

igual al alargamiento de la diagonal S — -^-g. La determinaciAn de la 

posiciAn nueva C del nudo C se indica en la figura por linea de trazos. 
En el triAngulo rectAngulo de dimensiones pequenas CG-iC se tiene 

g 

CC = — — . Por consiguiente, el Angulo de rotaciAn de la barra DC 

V2 

debido a la deformaciAn de la estructura sera 
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5.000 

6x2x10® 


radian 


r 

y el aumento del Angulo en C es 


radian. 


z x 2.400“ 1.200 

La resoluciAn del problema representado en la figura 7 (6) se de.ja 

como ejercicio. . 

7 Determinar la posiciAn de la carga P en la viga ABD de tal 

modo que la fuerza en la barra BC sea maxima. Determinar el Angulo 0 



Fig. 8 



Fig. 9 


Respuesta: La tensiAn en la barra BC es mAxima cuando la car- 
ga P estA en la posiciAn mas alejada a la derecha, es decir, en el punto D. 
El volumen de la barra es minimo cuando 0 = 45°. 

8. Determinar la secciAn necesaria para la barra de acero BC (figu- 
ra 9) si el coeficiente de trabajo es a, = 1.000 kg. /cm. 2 y la carga 
vertical uniformemente distri- 
buida actua sobre la viga A B 
a razAn de 1.500 kg./m. 

Respuesta: A = 4,05 cm.®. 

9. Determinar las seccio- 
nes necesarias para las barras 
AB y BC de las estructuras de 
las figuras 10 (a) y 10 (6) si 
c, = 1.000 kg. /cm.®. 

Respuesta : En el caso de la 
estructura 10 (a), la secciAn 
de 4B debera ser 20 cm.®, y la Fig. 10 

de la barra BC, 16 cm.® En el 

caso de la estructura 10 (6), la secciAn de la barra AB sera 16 cm.*, y 
la de la barra BC, 14,4 cm.®. 

10. Resolver el problema 3 suponiendo que el material es duralu- 
minio y que P = Q — 800 kg. /cm.*. 

11. Hallar las secciones de las barras CD de las figuras 10 (a) 
y 10 (6) y su alargamiento total si el material es acero corneute v 
<J t 1.200 kg./cm.* 




14 


reststevoia de materiales 


l> 


) 


12. Resolver el problema 9 suponiendo que la carga se aplica 
solamente en el nudo del cordon superior situado a 2,40 m. del apoyo A. 

5. Fatigas y deformaciones producidas en una barra por su 
propio peso.— A1 estudiar el caso de la extension de una barra 
(figura 1), hemos considerado solamente el efecto debido a la car- 
ga P. Si la longitud de la barra es grande, su propio peso puede 
producir una fatiga adicional considerable, que debe tenerse en 
cuenta. En este caso la fatiga maxima se produce en la seccion 
recta superior. Representando y el peso por unidad de volumen 
de la barra, el peso total sera Ay l y la maxima fatiga vendra 
dada por la expresion 


P + Ayl 
A 


P 

~+yl. 

A 


El ultimo term! no del segundo miembro de la ecuacion (6) 
representa la fatiga producida por el peso de la barra. El peso 
de la portion de barra situado por debajo de una seccion recta 
a la distancia x del extremo inferior es Ayx y la fatiga vendra 
dada por la ecuacion 

+ (7) 

A 


Sustituyendo la fatiga de trabajo o t por en la ecua- 

cion (6) la formula para calcular la seccion de seguridad sera 

P 

A = — . (8) 

Gt — y l 

En ella se ve que el incremento de longitud de la barra hace 
aumentar la seccion recta de seguridad A. Cuando yi = a t , la 
fatiga debida al peso de la barra es igual al coeficiente de tra- 
bajo y el segundo miembro de la ecuacion (8) se bace infinito. 
En circunstancias tales es imposible el uso de la barra prisma- 
tica y se recurre al empleo de barras de seccion variable. 

Para calcular el alargamiento total de una barra prismatica 
sometida a la accion de la fuerza dc extension P en el extremo 
y su propio peso, consideramos primeramente el alargamiento 
de un elemento de longitud diferencial dx soparado de la barra 
por dos secciones rectas inlinitamente proximas (vease fig. 1). 
Puede suponerse que en tan corta longitud dx la fatiga es cons- 
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tante y viene dada, por la expresion (7). Entonces el alargamien- 
to dS del elemento sera 

,, ^ odx ^ P + Ayx dX ' 


El alargamiento total de la barra se obtemM sumando los 
alargamientos de todos los elementos. 0 sea 

( l P_±j^ d x^^-(P + \Ayll ( 9 ) 

6 L AE AE\ 2 / 


Comparando este resultado con la expresion (1), se ve que 
el alargamiento total producido en la barra por su propio peso 
es igual al que produciria una carga de valor mitad aplicada en 
su extremo. 


Problemas 

1. Determiner el Area de la seccion recta de una barra vertical 
de acero de forma prismatica cargada en su extremo inferior con una 
carga P = 35.000 kg., si la longitud de la barra es 200 m., el coeficiente 
de trabajo a, = 700 kg./cm. 3 y el peso d« un m.» de acero es 7.800 kg. 
(Determinar el alargamiento total de la barra. 

Solution: La seccibn, ecuacibn (8), es 




35.000 

-7,8 x 10~ 3 x 200 x 10= 


= 64 cm. 3 


151 alargamiento total, expresi6n (9), es 


8 = 200 x 10* i ( 35.000 + ^ 64 x 7,8 x 10 8 X 200 X 10 2> ) = «3mra. 

64 x 2 x 10 6 \ 2 / 

2. Determinar el alargamiento de una barra conica bajo la accion 
de su propio peso (fig. 11). La longitud de la barra es l, el diametro 
de la base es d y el peso por unidad de volumen del material es y. 

Solution: El peso de la barra sera; 

„ nd* ly 
Q — 4 X 3 ’ 

Para una seocibn recta a distancia x del extremo inferior de la ba- 
cia la fuerza de ext ens ibn, igual al peso de la parte inferior de la barra, es 

Qa? rof 3 yx 8 

IP = X X W 

Teniendo en cuenta que esta fuerza se reparte uniformemente en 
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la secci6n recta 1 y considerando el elemento de longitud dx como una 
barra prismatica, el alargamiento de este elemento sera 




■ \ / Este alargamiento es ^ del que tendria nna barra 

■*-- * •* prismatica de la misma longitud (vease ecuacidn 9). 

Flo. 11 3. La varilla vertical de una bomba de mina es 

accionada por un cigiienal (fig. 12). Suponiendo que 
el material es acero y el coeficiente de trabajo c t — 500 kg./cm.*, de- 
terminar la seceion recta de la varilla si la resistencia del pistdn 
durante el movimiento hacia abajo es 100 kg. y durante el movimiento 
hacia arriba 1.000 kg. La longitud de la varilla es 100 m. Determmar 
la longitud del radio del cigiienal si la carrera de la bomba es 20 cm. 

Solution: El area de la seccibn recta de la varilla se encontrara 
por la expresi6n (8) para P — 1.000 kg. 

O sea 

. 1.000 _ t> ,7 „rvi t 


Flo. 11 


y el alargamiento total de la barra es 

8 _ JL i l xdx _r£. 
8 - a® A> “ os 


500 — 7,8 x 10“* X 100 X 10* 


= 2.37 cm.* 


La diferencia entre el alargamiento total de la varilla cuando se 
mueve aitemativamente, debido a la resistencia del pistdn, sera: 

(1.000 + 100) x 100 x — 93 2 mm . — , r=4 

A6 “ 2,37x2xl0« UJ r 

E1 radio de la manivela sera: 


20 + 2,32 


= 11,16 cm. 


4 . Dos alambres, uno de acero y otro de alumi- 

nio, estan oolgados verticalmente. Determinar la I' T-r* 

longitud para la que la fatiga debid;’ al peso propio L— j ~ t Ccm 

iguala a la cargade rotura si para el acero c f = 21.000 1 J 

kg./cm.* y y = 7.800 kg./m.* y para el aluminio Fig. 12 

a r = 3.500 kg./cm.* y y = 2.700 kg./cm.* 

Respuesta: Para el acero, 1 = 26.900 m.; para el aluminio,! = 13.000m. 
6. En quA proporcion crece la fatiga maxima producida por su 
propio peso en una barra prismatica si todas las dimensionas de la 
barra aumentan en la proporciAn n : 1. 

1 Esta hipAtesis es admisible cuando el Angulo del cono es pe - 
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Respuesta,: La fatiga crecera en la relaciAn n : 1. 

6 Una pila de puente formada por dos trozos prism&ticos de igual 
longitud (fig. 13) estA sometida en su extremo superior a una compre- 
■ 6n p _ 300.OOO kg. Determinar el volumen de la fabrica si la altura 
del pilar son 36 m., el peso por m.* 2.000 kg. y la fatiga de oompresi6n 



Fig. 13 Fig. I 4 


mAxima admisible 10 kg./cm.*. Comparar el volumen obtenido con el 
de un pilar prismatico proyectado en analogas condiciones. 

7. Resolver el problema anterior suponiendo a la pila formada 
por tres trozos prismaticos de igual longitud. 

8. Determinar la forma del pilar de la figura 14, de modo que la 
fatiga en cada secciAn sea constante e igual a csj. La forma que satis- 
face a esta condiciAn se denomina sAlido de igual resistencia. 

Solucidn: Considerando el elemento diferencial rayado en la fi- 
gura, es evidente que la fuerza compresora de la secci6n m 1 es su- 
perior a la que comprime la secciAn rrm en el peso del elemento. Puesto 
que la fatiga en las dos secciones debe ser la misma e igual a <r t , la di- 
ferencia dA de las Areas de las dos secciones, debe compensar la di- 
ferencia de fuerza compresora. 

Por consiguiente, 

dAcs, = y Adx, ( a ) 

donde el segundo miembro de la ecuacion representa el peso del ele- 
mento. Dividiendo esta ecuaciAn por Aa t e integrando, se tiene 


de donde 

1 



log A = — + Ci 


3? 

A = Ce a t , 


(b) 
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Siendo e la base de los logaritmos naturales y O = e ui . Para x =— 0 
esta ecuaeion da para el area de la cabeza del pilar 

(-4)a:-o — G. 

P 

La seccion en dicha eabeza es — y, por consiguiente, la ecuaoi6n 

(6) serA 

1? 

A = — e°‘ • (o) 

at 

El Area en la base del pilar se obtiene dando a a: el valor l en la 
ecuacibn (c), 

Yf 

A mix = - (<*) 

9. Encontrar el volumen de la fabrica de un pilar de igual resis- 
tencia, proyectado en las condioiones del problema 6. 

Solucidn: Utilizando la ecuaeion (d), la diferencia de las areas de 
las seeciones de base y cabeza del pilar sera 

i'l 'il 

le°' 

at a t a t 

Esta diferencia, multiplicada por la fatiga de trabajo o t , da evi- 
dentemente el peso del pilar; su volumen sera; 


V =»-(e a ‘ — 1) = 158 m.» 
Y 


6. Problema estaticamente indeterminados en traeeidn y 
compresidn. — Hay casos en los que las faerzas axiales que ac- 
tuan en las barras no pueden determinarse por las condioiones 
de la estatica, y entonces la deformacion de la estructura per- 
mite encontrarlas. Estas estructuras se llaman sistemas esta- 
ticamente indeterminados. 

Un ejemplo sencillo de tales sistemas es el de la figura 15. La 
carga P produce extension en las barras OB, OG y OD, las cua- 
les estan en el mismo piano. 

Las condioiones de equilibrio del punto P dan dos ecuaciones, 
que no son suficientes para determinar las tres tensiones des- 
conocidas de las barras y para tener una tercera eouacidn es 
necesario considerar la deformacion del sistema. Supongamos, 
para simplificar, que el sistema es simetrico respecto al eje yer- 
tical 00, que la barra vertical es de acero, siendo A a y E a el 
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area de su seccion recta y el modulo de elasticidad del material, 
y que las barras inclinadas son de cobre, y que A c y E r son sus 
areas de seeciones rectas y sus modulos. La longitud de la barra 

l 

vertical es l y la de las barras inclinadas es • 

Representando por X la tension de la barra vertical y por Y 
las fuerzas en las barras inclinadas, la unica ecuaeion de equi- 
librio para el punto 0, en este caso 
de simetria sera: 

X + 2F cos a = P. (a) 

Para obtener la segunda ecuaeion 
que permita conocer las cantidades 
X e Y, consideraremos la configura- 
ci6n del sistema deformado indicada 
en la figura por lineas de puntos. 

Sea 8 el alargamiento total de la barra Fiu. is 

vertical bajo la accion de la carga P; 

los alargamientos Sj de las barras inclinadas se hallaran en el 
triangulo 0F0 V Teniendo en cuenta que estos alargamientos 
son muy pequenos, el arco de circulo OF de centro D puede 
reemplazarse por una recta perpendicular y el angulo en 0 } 
puede tomarse igual al angulo inicial a; por tanto, 

8, = 8 cos a. 

Los alargamientos unitarios y las fatigas para las barras ver- 
tical e inclinadas seran: 

8 EX 8 cos 2 oc F c 8 cos 2 a 

= — r y e -= - ; — ; — 



respectivamente. Las fuerzas en las barras se obtendran multi - 
plicando las fatigas por las seeciones rectas y seran 


0 4 

a a -A 0 — ^ , 


Y - a c A e = 


A.E.8 cos 2 a 


Y = X cos 2 a 


AK. 

A a E a " 


de donde 
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Sustituyendo en la ecuacion (a), obtendremos 

P 


Se ve que la fuerza X no depende unicamente del Angulo de 
inelinacion «, sino tambien de las areas de las secciones rectas 
y de las propiedades mecanicas de los materiales de las barras. 
En el caso particular en que las tres barras tengan la misma sec- 
cion y el mismo modulo la expresion (10) se translorma en 


Cuando a se aproxima a 0, cos a se aproxima a la unidad 

y la fuerza en la barra vertical se aproxima a - P. Cuando « 

se aproxima a 90°, las barras inclinadas son muy largas y la 
0 carga actua de modo complete sobre la barra 

^///J^/sy/%, central. Otro ejemplo de sistemas estaticamente 
'y"‘ < indeterininados es el de una barra prismatica 

a con los extremos empotrados cargada axialmen- 

m i — r ~n te en una seccion intermedia mn (fig. 16). La 

! p carga P estara en equilibrio con las reacciones 

t A' v R x en los extremos y se tendra 

P = R + R v (c) 

Fig 16 Para obtener la segunda ecuacion que per- 

mita determinar las fuerzas R y P„ debe consi- 
derarse la deformacion de la barra. La carga P con la fuerza R 
produce acortamiento en el trozo inferior de la barra, y con la 
fuerza R v alargamiento en el superior. El acortamiento total de 
un trozo debe ser igual al alargamiento total del otro. 

Usando la ecuacion (1), se obtiene 


de donde 
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lo que indica que las fuerzas R y R x son mversamente propor- 
cionales a las distancias de sus puntos de aplioacion a la sec- 
ci6n mn. De este modo, las ecuaciones (c) v (d) dan las mag- 
nitudes de aquellas fuerzas y las fatigas de la barra pueden 
calcularse facilmente. 

Problemas 

1 Un cilindro de acero y un tubo de cobre est&n comprimidos 
entre los platos de una prensa (fig. 17). Determinar las fatigas en el 
acero y en el cobre y el acortamiento unitario p 

6 j p. 50.000 kg., d = 10 cm. y D = 20 cm. 1 

Solution : Las condiciones estaticas son insu- 
ficientes y debe considerarse la deformacion del ^ 

cilindro y del tubo para encontrar la parte de carga *||~ e~'Z? 

que obra sobre cada material. ^ 

Los acortamientos unitarios en el acero y en 
el cobre seran iguales; por tanto, la fatiga de 

cada material estara en la misma relacion que x 

su mbdulo (ecuacion 4, pag. 4), es decir, la fatiga | 

, 2 ° ... 

de compresi6n en el acero sera — de la fatiga de Fig 17 

oompresibn en el cobre. De este modo, el valor o c 

de la fatiga en el cobre se encontrar A por la ecuacibn de la estatica. 


"v l ** / T12 j 2\ 

p ’ s ~u ae + l (D d )<5e ‘ 

Sustituyendo valores numericos, se obtiene a c = 132 kg. /cm. 1 : 

= 240 kg. /cm.* 

El acortamiento unitario sera: 


e = .25. = 120 x 1 0 -* 

Re 

2. Una columna de hormigon armado esta comprimida por una 
fuerza P = 30.000 kg. jQue parte de esta carga actua sobre el hormi- 
gbn y que parte sobre el acero si la seccion recta de acero es solamente 

1 

~ de la seccibn recta de hormigbn? 

La carga transmitida por el hormigbn sera igual a 15.000- kg. 

3. Un cuerpo rigido A R de peso <? cuelga de tres alambres verti - 
cales simbtricamente colocados respecto al centro de gravedad C del 
cuerpo (fig. 18). Determinar los esfuerzos de extension en los alambres 
si el de) medio es de acero y los otros dos de cobre. Las secciones rec- 
tas de los tres alambres son iguales. 
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Marcha a seguir : Usar el metodo del problema 1. 

4. Determinar las fuerzas en las eua.tro patas de una mesa eua- 
drada (fig. 19), producidas por una oarga P quo aetua en una diagonal. 
Ri apoyo de la mesa en el sueio se supone absolutamente rlgido y las 
patas se unen a 61 de tal modo que pueden sufrir extensiones y com- 
presiones. 

Solucion: Suponiendo que la nueva posicidn del tablero de la mesa 
es la indicada con la linea de puntos mn, la 
Z &AfAVA&AZAtZ& s. compresion en las patas 2 y 4 sera igual a la 
media de las de las patas 1 y 3. Por tanto, 

2F = X + Z 

y tambidn 

* 1 £ J 3 2Y + X + Z = P, 

' Q de donde 


Fig. 18 


2F = X + Z = ip. 


La ecuacion complementaria para determinar X y Z se obtiene 
tomando el momento de todas las fuerzas con relacion al eje horizon- 
tal o-o paralelo al y y en el piano de la fuerza P. Se obtiene 

X (§ « V'S + e) + ip x e = zQ a — e) . (b) 


De (a) y (b) se deduce 


2 -r(i + 


Y =:—■ 

4’ 



Cnando e > a — — , X es negativa. Esto 

indica que hay extension en la pata 1. 

5. Determinar las fuerzas en las pa- 
tas de la mesa anterior cuando la carga 
se aplica en el punto de coordenadas. 


4 ’ K 

° Fig. 19 

Soluci&n: Para resolver este problema, 
la carga P situada fuera de la diagonal de la mesa puede reemplazarse 
por dos cargas estaticamente equivalentes aplicadas en puntos de las 
dos diagonales. Los esfuerzos producidos en las patas por cada una do 
estas dos fuerzas se encontraran del modo explicado anteriormente. 
Sumando los efectos de las dos cargas componentes se encontraran los 
esfuerzos en las patas para cualquier posicidn de la carga P. 
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8. Un cuadro rectangular con diagonales esta sometido a la accidn 
de las fuerzas de compresion P (fig. 20). Determinar los esfuerzos en 
las barras si todas son del mismo material, el 
6rea de la seccion recta de las verti rales es A y P ^ 

la de las restantes barras A t . . 

Solucion . Sea X la fuerza de compresion en \ / 

cada barra vertical; Y, la fuerza de compresion \ / 

en cada diagonal, y Z, la fuerza de extension en \A ^ 

cada barra horizontal. La condi cion de equilibrio / \ i 

de uno de los nudos da A \ 


1 - X (P — X); 

sen a 

Z = Y cos a = (P — X) cot a. 


Fia. 20 


La tercera ecuacion se obtendra por la condi - 
ci6n de que el cuadro despu6s de la deformacion seguira siendo rec- 
tangular, en virtud de la simetria; por tanto, 

(a2 + h * ] i 1 - i) = hl ( ] - M + ° 2 0 + 

despreciando las cantidades pequenas de orden superior, se obtiene 
(a 2 + h*) Y _h*X a 2 Z 

A,E AE A X E ' (b) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones (a) y (6), la fuerza en la dia- 
gonal se obtiene por la siguiente expresion: 


a 2 + h 2 


*-T + 


X cos a + sin a 


t j h 2 Aj 1 h 2 . Aj 

^ Las fuerzas en las otras barras se calcularAn facil- 

mente por las ecuaciones (a). 

7. Resolver el problema anterior suponiendo a = h, 
A — 5A I y P = 25.000 kg. 

„ 8 - iQue fatiga se producira en un pemo de acero y 

en un tubo de cobre (fig. 21) al dar 1/4 de vuelta a la 
IG - 21 tuerca, si la longitud del pemo es 75 cm., el paso del tor- 
nillo h = 3 mm., el area de la seccion recta del pemo 
== 6 cm. 2 y el area de la seccion recta del tubo A c = 12 cm. 2 ? 
Solucion; Sea X la fuerza total de extension en el pemo y de com- 
presion en el tubo. El valor de X s« encuentra estableciendo que el 
alargamiento total del pemo mas el acortamiento total del tubo es 
igual al desplazamiento de la tuerca a lo largo del pemo. Admitiendo, 
en nuestro caso, que la longitud del tubo es igual a la longitud del 
peril u, se obtiene; 


xi _xi_ _ i 

A Q E a + A C E C - 4 ' 
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de donde 


X — hA “ W « 

4:1 ( 1 + 

\ A e E t 


0’3 X 6 x 2 x 1C 
, c /, a x 2~x i(7“ 


= 0.280 kg. 


4 x 75(1 + 


12 x 1,1 x 10®/ 


La fatiga de extension en el pemo es o 0 = — = 1.050 kg. /cm. 2 


La fatiga de compresi6n en el tubo es s - 


525 kg./cm. a 


9. iQu6 cambio en las fatigas calculadas en el problema anterior 

D produoen unas fuerzas extensoras P = 2.500 kg. apii- 

.-///// cadas en los extremos del perno? 
a Solution: Sea A* el aumento de la fuerza total 

l n ex ^ensi6n en el pemo e Y la disminueidn de la 

m ' I ~y~ n r fuerza total de cornpresidn en el tubo. La condieion 
^ P t i de equilibrio da: 

ITlj 1 n t X + Y = P. (a) 

1 > Puede escribirse una segunda eeuacidn eonside- 

0 rando que los alargamientos unitarios del pemo y 

v Jyy T 777 //' ^ tubo por la aplicacion de las fuerzas P deben ser 

| D ^ iguales; es decir, 

X Y 

Fl °- 22 A^E a ~ AJE,' < 6) 

Esta ecuaci6n, unida a la (a), permite calcular 
las fuerzas X e Y, de cuyos valores se deducen facilmente las fati- 
gas correspondientes. 

10. Una barra prismatiea con los extremos empotrados est& car- 
gada axialmente en dos secciones intermedias (fig. 22) con fuerzas 
Pi y Pi- Determinar las reacciones By R t . 

Solution: Usando la eeuacidn (d), pagina 20, median te la que se 
calculan por separado las reacciones que produce cada carga, y su- 
mando los resultados. Determinar las reacciones 
totales cuando 


a = 0,31, b = 0,31 


P, = 2 P 2 = 500 kg. 


11. Determinar las fuerzas en las barras del 
sistema representado en la figura 23, en el que 
OA es un eje de simetria. 

Respuesta : La fuerza de extension en la ba- 
rra OB es igual a la de compresion en la 
P 

barra OC y vale - . La tension de la barra 


“ — , — 2 gen a . -a i>ension ue la oarra Fiq 23 

horizontal OA es igual a 0. 

12. Resolver el problema 10 suponiendo que la pore i 6n inferior 
de la ban a cuya longitud es c tieno una seccion doble que las de las 
otras dos partes de longitudes ay b. 
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v 7. Fatigas iniciales y termicas. — En un sistema estatica- 
mente indeterminado es posible existan tensiones iniciales pro- 
ducidas en el montaje y debidas a errores en las longitudes de 
las barras o a variaciones inteneionadas de los valores correctos 
de aquellas longitudes. Estas tensiones existen aun cuando no 
actuen cargas exteriores y dependen de las proporciones geome- 
tricas del sistema, de las propiedades mecanicas de los materia- 
ls y de la magnitud de los errores. Supongamos, por ejemplo, 
que en el sistema representado en la figura 15 la barra vertical 
tenga por error una longitud l + a en lugar de la l que le co- 
rresponde. A1 unirla las barras BO y DO, despues de haberla 
acortado con una compresion inicial, producira fatiga de exten- 
si6n en las barras inclinadas. Sea X la fuerza de compresion 
que actua en la barra vertical despuds de haberla unido las otras 
barras. 

La fuerza de extension en las barras inclinadas sera: 


2 cos « 

y el despEzamiento del nudo 0 debido al alargamiento de dichas 
barras sera (vease ecuacion b, pag. 19) 

8 = EL (a) 

2A r E c cos 3 a 

El acortamiento de la barra vertical sera 


Ahora bien; el desplazannento del nudo O, junto con el 
acortamiento de la barra vertical, debe ser igual al error a en 
la longitud de dicha barra. 

Se obtiene de este modo la siguiente ecuacion, para deter- 
minar X: 

XI _XZ_ __ 

2 AJS. cos 3 a ^ A,.E„ 


aA a E a 


( ( 1 +- 


2-4/3, cos 3 


( 11 ) 



26 


RESISTEN CIA DE MATER1ALES 


Conocido X , se calcularan facilmcnte las fatigas iniciales eu 
las barras. 

La dilatacion de las barras debida a cambios de la tempera- 
tura puede tener el mismo efecto que los errores en las longi- 
tudes. Si la temperatura de la barra crece de t 0 a t y la dilata- 
cion termica se inipide por las reacciones en los extremos, se 
produciran en la barra fatigas de compresion cuyas magnitudes 
pueden calcularse por la condicion de que la longitud perma- 
nezca invariable. Sea a el coeficiente de dilatacion y a la fatiga 
de compresion producida por las reacciones. La ecuacion que 
determina a sera 

a 

ct(t — < 0 ) = — , 

de donde 

a = Ect(t — g. (12) 

Como segundo ejemplo, consideremos el sistema represen tado 
en la figura 15 y supongamos que la barra vertical se calienta 
desde la temperatura ambiente t 0 hasta una nueva tempera- 
tura t. La dilatacion termica correspondiente estara parcial- 
mente impedida por las otras dos barras del sistema y una cierta 
fatiga de compresion aparecera en la barra vertical y fatigas 
de extension en las barras inclinadas. 

La magnitud de la fuerza de compresion en la barra verti- 
cal vendra dada por la ecuacion (11), en la que en lugar de la 
magnitud a del error en longitud se sustituira la dilatacion ter- 
mica a l (t — t 0 ) de la barra vertical. 

Problemas 

1. Los ralles de un tranvia estan a tope a 10° C. jQu6 fatiga se 
producira en ellos cuando el sol los calienta hasta 38° <J, si el coeti- 
ciente de dilatacion del acero es a = 125 X 10 ’? 

Solution : 

5=2 X 10" X 125 X 10~ 7 X 28 = 700 kg./cm.* 

2. ;Que cambio de fatigas se producira en el caso representado 
en la figura 21, al aumentar la temperAtura, pasando de <„ a < grados, si 
el coeficiente de dilatacion termica del acero es a a y el del cobre a c ? 

Soluci&n: Debido a que <x c > cr . a , el aumento de temperatura pro- 
duce compresion en el coble y traccion en el acero. El alargamiento 
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tmitaxio del cobre y del acero scran iguales, y represontando por X el 
aumento de la fuerza de extension en el perno debida al cambio de 
temperatura, se tendra: 

a « {t ~ to) + A~E a Z= “ c (<_Jo> “ P.’ 

de donde 

-y. _ (a c — «g) (t — <o) A a® a . 


La variacibn de las fatigas en el perno y en el tubo puede calcularse 
ahora del modo acostumbrado. 

3. Una pletina de cobre esta soldada entre dos pletinas de acero 
(figura 24). ;Qub fatiga se producira en el acero y en el cobre por una 
elevacibn de la temperatura de las pletinas dei,a( gradosT 

Solution: Debera usarse el mismo 
mbtodo que en el problema anterior. |_ 

4. iQub fatigas se produciran en L-J <?c ero 

las barras de) sistema representado en 

la figura 15 si la temperatura de to- IO 

das las barras se eleva de ( D a (? 

Soluci&n: Con X se representa la fuerza de extension producida 
en la barra de acero al aumentar la temperatura. Por la condicion de 
equilibrio del nudo 0 se ve que las fuerzas que compnmen a las barras 

de cobre valen =-^— ; por todo lo expuesto, el alargamiento total de 
2 cos a 

la barra de acero sera: 

, , XI 

8 = a aU — f o ) 1 + AaEa ’ 

y el alargamiento de las barras de cobre, 

l XI 

8, = «„(*— h) 2 cos* •* A C E* 

Segun sabemos (vease pAg. 19), 


S, = S cos ix; 


por consiguiente. 


, XI . I XI 

“« (t ~ to)l + A a K a = “ c(< — * o) bos 2 a 2 cos 3 a A C E,’ 


, " ) ^ccliXa" a “) AaE ^ 


2 cos 3 a A c E e 


de donde 
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Las fatiga* en el ooero y el cobre se obtendr&n ahora por las ecua- 
ciones siguieates: 

_X X 

° a A a ; 2 COS a A e ' 

5. Suponiendo que en el caso de la figura 17 una carga constante 
P =• 60.000 kg. se aplique a la temperatura inioial determinar para 
qu6 aumento de temperatura la carga serh transmitida unicamente 
por el cobre si a„ = 126 X lO” 7 y a e =» 170 X 10~ 7 . 

Solution ; 


de donde 


(a e — a a) f t — *o) 


4 P 

n(D 2 — <P)E e ’ 


t — t 0 = 42°, 7 C. 


6. Una barra de acero formada por dos partes prism&ticas de lon- 
gitudes y l 2 y de secciones rectas Aj y A 2 tiene los extremos fijos. 
Hallar las fatigas que se originan cuando la temperatura se eleva 60° C. 
Supongase l, = l s , A, = 2 A, y a a = 126 X 10 -7 . 

7. Hallar las fatigas de origen termico en el sistema de la figura 24, 
si la temperatura de las tres pletinas creee 60° C. El espesor es el mis- 
mo en las tres y los ooeficientes de dilatacidn son a a = 125 x 10 — 7 

y rt c =. 170 x 10 7 . Supongase E c : E a = 

8. La temperatura del sistema de la figura 16 se eleva en G0° C. 
Hallar las fatigas de origen termico si las tres barras son de acero y 
tienen la misma seccidn. Tdmese a, — 125 X 10 — 7 y E a => 2 X 10* 
kg./cm. 2 

9. Encontrar las fatigas en los alambres del sistema de la figu- 
ra 18 si la seccidn recta de los alambres es 0,6 cm. 2 , la carga Q — 2.000 
kilogramos y la temperatura del sistema despuds del montaje aumenta 
en 6° C. 

10. Determinar las fatigas que aparecen en el sistema representado 
en la figura 20 si la temperatura de la barra horizontal superior se ele- 
va de a t grados. 


8. Extension de un anillo circular. — Si fuerzas radiales uni- 
formemente distribuidas actuan a lo largo del perimetro de un 
anillo delgado circular (fig. 25), se producira un alargamiento 
uniforme del anillo. Para determinar la fuerza de extension del 
anillo imaginemosle cortado por una seccion diametral hori- 
zontal — fig. 25 (6) — y consideremos la parte superior como un 
cuerpo fibre. Si q representa la carga uniforme por unidad de 
longitud de circunferencia y r es el radio de dicha circunferen- 
cia, ia fuerza que obra en un elemento de anill o determinado 
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por dos secciones radiales adyacentes sera qrd<p, donde dtp es el 
Angulo en el centro correspondiente. Tomando la suma de las 
componentes verticales de todas las fuerzas que actuan en el 
medio anillo, obtendremos la siguiente ecuacion de equilibno: 

2P = 2 J * qr sen = 2 qr, 

de donde 

¥ = qr. (]3) 

La fatiga de extension en el anillo se obtemM ahora divi- 
diendo la fuerza P por el area de la seccion recta del anillo. 



Fid. 25 


En las aplicaciones practicas es muy frecuente tener que 
determinar la fatiga de extension en un anillo circular giratorio. 
Entonces q representa la fuerza centrffuga por unidad de ion- 
gitud del anillo y vienc dada por la ecuacion 

w v 2 

2 = , (14) 

9 r 

en donde w = peso del anillo por unidad de longitud; r, radio 
de la circunferencia media; v, velocidad del anillo en el radio r, 
J g, aceleracion de la gravedad. Sustituycndo estu explosion de 
2 en la ecuacion (13) se ob tiene 



7 la fatiga correspondiente sera 

P WV 1 ytP 

A Ag g 


( 15 ) 
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Se ve que la fatiga es proporcional a la densidad 1 del ma- 
terial y al cuadrado de la velocidad periferioa. 


Problemas 

1. Determ inar la fatiga de extension en la pared cillndrica de la 
prensa de la figura 3 si el diametro interior es 25 cm. y ei espesor de 
la pared 2,6 cm. 

Solucidn: La presion hidrostatica maxima p en el cilindro se en- 
contrara por la ecuaeion 

p = 50.000 kg., 


r m 


de donde p — 100 kg. /cm. 2 . Separando del cilindro nn anillo de longi- 
tud 1 cm. en direccion del eje del cilindro y aplicando la ecuacibn (13) 
se obtiene 

P 100X12,5 , 


° " A ~ 2,5 x 1 


= 500 kg. /cm. 2 


2. Un tubo de acero se ha introducido en otro de cobre, estando 
ambos a una alta temperatura t (fig. 26), siendo el ajuste perfecto y 
Cobre n0 ex * s ^ enc l° presion alguna entre los tubos a 

G aquella temperatura. Determinar las fatigas que 
se produciran en el cobre y en el acero al en- 
friarse el conjunto hasta la temperatura am* 
biente si el didmetro exterior del tubo de acero 
es d, el espesor del tubo de acero es h a y el del 
tubo de cobre h c . 

Fig. 26 Solucidn: Debido a la diferencia de coefieien- 

tes de dilatacion a c y a a , existira una presion en- 
tre los tubos exterior e interior al enfriarse. Sea# la presion en kg. /cm. 2 
La fatiga de extension en el tubo de cobre sera 


y la fatiga de compresion en el tubo de acero sera 


La presidn x puede encont.rarse estableciendo en forma de ecuacibn 
la condicibn de que en virtud del enfriamiento ambos tubos tienen la 
imsma contraccion perimetral; o sea 


h) ^2EjT e ~ aa{t ' 


2 FA’ 
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de donde 


° fe- 2 h~ 


_ (g e — g 8 ) ({ — 1 0 ) E e 


\4. h ±^S 

^ KE„ 


Del mismo modo podrfa calcularse la fatiga en el acero. 

3. Refiribndonos a la figura 25, jque fatiga adicionaj de extension 
se producira en ei tubo al someterle a una presibn hidrostatica interna 
de valor p = 7 kg. /cm. 2 , si el diametro interior es d, = 10 cm., h a = 2,5 
20 

milimetros y h c = — x 2,5 mm.? 

Solucidn: Separemos del tubo un anillo elemental de altura 1 cm. 
La fuerza total de extension en e) anillo sera 

Debido a que los alargamientos circunferenciales en el cobre y en el 
acero son iguales, las fatigas estaran en la relacibn de los modulos de 

elasticidad, es decir, la fatiga en el cobre sera ~ de la del acero y, 

por tanto, la fuerza P , en este caso, se distribuye en partes iguales 
entre los dos metales y las fatigas produeidas serin: 


2h ' 2 x X 0,25 


= 38,5 kg./cm. a para ei cobre 


20 

= YI a c = *0 kg. /cm.* para el acero. 

4. Un anillo zunchado est£ formado por un anillo interior de cobre 
y otro anillo exterior de acero. 

El diametro interior del anillo de acero es menor que el di&metro 
exterior del anillo de cobre en una cantidad 8 y el conjunto se ajusta 
previo ealentami ento del anillo de acero. Al enfriarse, el anillo de acero 
produoe presibn sobre el anillo de cobre (presibn de zunchado). Deter- 
mmar ^ fatigas en el acero y en el cobre si ambos anillos tienen sec- 
ciones rectangulares de dimensiones h 9 y h c en direccion radial y la uni- 

en direccibn perpendicular al piano del anillo. Las dimensiones h a 
7 , pueden considerarse pequenas comparadas con el diametro de la 
superfioie de contacto de los dos anillos. 

•Soinctdn: Sea x la presidn uniformemente distribuida en la super- 
ie e contacto de los anillos. La fatiga de compresibn en el cobre 
y e extend i6n en el acero ser&n: 
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El acortam lento del diametro exterior del audio de oobre serai 

• _ d _ . 

S ’ ~ E c ' d ~2h c E e 

El alargamiento del diametro interior del anillo de acero ser&: 


°* ~ E^ " ° ~ 2 h a E a 

La presidn desconocida x se encoutrara por la eeoacidn 


„ xd % ( 1 , 1 \ & 

8i + S, = -2 -(^E' + ha Ej= ' 


de donde 


iM M 


> ( 1 + ha ® a \ 
V h e Ej 


Las fatigas a a y a c , por las ecnaciones (a), serftn; 

_ 8 l) a E a _ _ 8 E a 


! , W 




5. Determinar las fatigas que se produeiran en el anillo zunchado 
del problema anterior al girar el anillo eon una velocidad constants? 
de » r. p. n. 

Solution: Debido a que el cobre tiene mayor densidad y menor 
mddulo de elasticidad que e! acero, el anillo de cobre presiona sobre el 
anillo de acero durante la rotacidn. Sea x la presidn por cm.* de su- 
perficie de contacto entre los dos anillos. Las fatigas correspondientes 
vendr&n dadas por las ecuaciones (a) del problema anterior. Es precisa 
sumar a estas fatigas las fatigas producidas por la fuerza cenfcrifuga. 
Representando por y a y y c los pesos por unidad de volumen del acero 
y el cobre, y usando la ecuacion (15), se obtiene: 

Y« (2 TO \> (d + h a \\ _ Ye /2rrn\ 2 

'•-iKlo) ° e “7V 80 M 2 ) 

Combinando estas fatigas con las fatigas debidas a la presion x y te- 
niendo en cuenta que el alargamiento debe ser el mismo en ambos 
anillos, se obtiene la siguiente ecuaci6n, que sirve para determinar el 
valor de x en cada caso particular: 

1 r Yo /2 r.n\* (d + h a \* xd 1 J_ T Ye (2nn\* (d — he \* __ . 

£aL7V^J ) +27d-idA60 A 2 ) 2 h e \ 

Conooiendo * las fatigas en el cobre y en el acero, se encuentran s 
dificultad. 
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6. Determinar la velocidad perifArica llmite de un anillo de cobre 
si el coeficiente de trabajo es a t = 210 kg./cm.* y y t = 8.700 kg./m.*, 

Respuesta: v = 48 m./seg. 

7. Con relaci6n al problema 2 y figura 26, determinar la fatiga en 
el cobre a la temperatura ambiente, si t — t„ = 55° C, a c — a a = 
45 X 10- 7 , K = h c . 

Respuesta: a e = 175 kg./cm.*. 

8. Con referenda al problema 5, determinar el numero n de 
revoluciones por minuto al cual la fatiga en el anillo de cobre se 
anula si la fatiga inicial de zunchado era una compresi6n de valor o 0 , y 

K = h a y = 2 E c , 

Solution: El numero « se determinar A por la ecuacidn 



9. Hallar las fatigas en el anillo zunchado del problema 4. supo- 

E. 20 

niendo 8 = 0,025 mm., d — 10 cm., h a = h e y -g- = — . Encontrar en 

ouknto varian las fatigas si la temperatura del anillo aumenta despuAs 
del montaje on 6° C. T6mese a a = 125 X 10~ 7 y a e = 170 X 10 ' '. 

10. En el problema 5 hallar las fatigas correspondientes al acero 
y al cobre si n = 3.000 r. p. m.; d = 60 cm.; h a — h e =» 12,6 mm.; Yo => 
7,8 X 10-* kg./cm.*; Yc =* 8,7 X 10~* kg./cm.*. 



Rkststencia be kateriat.es. — T. ] 
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9. Variacion de la fatiga en la extension y compresuSn sim- 
ple al considerar seeciones oblicuas al eje de la barra.— Para 
una barra prismatica sometida a un esfuerzo axial de exten- 

gi 5 n p fig. 27 (a) — , hemos considerado solamente la tatiga en 

una seccion normal al eje de la barra. Vamos a considerar ahora 

el caso en que la seccion pq per- 

p pendicular al piano de la figura 

- — ~ esta inclinada respecto al eje. 

— — ^ Debido a que todas las fibras lon- 

<a) gitudinales tienen el mismo alar- 

<v gamiento (veasepag. 3), las fuer- 

p x zas que representan la accion de 

la porcion derecha de la barra 

~ b) sobre la izquierda estaran dis- 

97 tribuidas uniformemente sobre 

la seccion pq. Aislada la porcion 
izquierda de la barra -fig. 27 (6)-, estara en equilibrio bajo la 
accion de estas fuerzas y la carga P. La fuerza por umdad de area 
de la seccion pq se llama fatiga en esta seccion. Representando 
por A el area de la seccion recta de la barra y por <p el angulo 
entre el eje de la barra z y la normal n a la seccidn pq, el area 

de esta seccion sera ^ y la fatiga 8 correspondiente sera 


(bi 

Fig. 27 


de esta seccion sera 


cos cp " 

P cos <p __ 


donde a representa, como anteriormente, la fatiga correspon- 
diente a la Teccion recta de la barra. Se ve que la fatiga 8 co 
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rrespondiente a una seccion inclinada es menor que la fatiga a x 
en la seccion recta de la barra y que disminuye al aumentar el 
Angulo 9. Para 

TC 



la seccion pq es parale’a al eje de la barra y la fatiga S vale 
cero, es decir, no existe presion entre las superficies lateraies 
de las fibras longitudinales. En las 
seeciones oblicuas, la fatiga, que 
tiene la direccion de la fuerza P, 
no es perpendicular a la seccion. 

Es corriente descomponerla en dos 
componentes, tal como indica la Fig. 28 

figura 28. La componente a n per- 
pendicular a la seccion se denomina fatiga normal. Su valor es 

= S cos cp — cs x cos 2 9. (17) 



La componente tangencial 1 se denomina esfuerzo o fatiga 
cortante y su valor es 


a x sen 2cp 

t = S sen <9 = a x sen cp cos 9 = . 

2 


Para individualizar la deformacion que cada componente de 
la fatiga produce, consideraremos un elemento separado de la 
. barra mediante dos seeciones obli- 

, / \ cuas paralelas pq y p^p — figu- 

£■ — A — £ ra 29 (a ) — •. Las fuerzas que actuan 

■ — ' xpp — sobre el representan las acciones de 

P.pji p p' 9 las partes derecha e izquierda de la 

V v' : \xxr barra y se ven en la figura 29 (a). 

°" Las figuras 29 (6) y 29 (c) se ob- 

<b) 9 M 9 9 tienen al descomponer dichas accio- 

i. Fkj 29 nes en sus dos componentes, tal y 

p como se dijo anteriormente. y pre- 

sentar por separado la accion de estas componentes. Se ve que 
fatiga normal a n produce extension del elemento en direccion 
la normal n y que el esfuerzo cortante produce un resbala- 
Wiento o deslizamiento de la seccion pq con relacion a la piq v 



W V 

-t 



gg resxstenoia de materiales 

Por la expresion (17) se ve que la maxima fatiga normal se 

presenta en la seccion recta de la barra y es (a n ) m&x 
P La maxima fatiga cortante tiene lugar, como se deduce de 

la expresion (18), para secciones oblicuas a 45 y vale 


Aunque la maxima fatiga cortante es la rnitad de la maxima 
fatiga normal, tiene aqueila fatiga una gran importance prac- 


t t * r r 

TENSION 



TENSION 

, 1 i 1 l 


Fig. 30 


tica debido a que hay materiales menos resistentes al esfuerzo 
cortante que al normal. Por ejemplo, en un ensayo de traccidn 
de una barra de acero dulce cuya superficie este bien pulnnen- 
tada, la fluencia del metal es visible a simple vista (fig. 30). 
Comienza por los pianos oblicuos en los que la fatiga cortante 

es maxima. 

Las fbrmulas (17) y (18), deducidas para el caeo de extea--: 
sion simple, se aplican tambien cuando la solicitacion es com- 
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Fig. 31 


presion simple. Basta para ello atribuir a a x signo negativo en 
las expresiones (17) y (18). El signo negativo de a n indica que 
en la figura 29 lb) se obtiene compresion en lugar de extension 
para el elemento infinitesimal com- f+) 

prendido entre las secciones pq y _*Tj W w 

Pl q v El signo negativo en t (for- L ^- J j 

mula 18) indica que la accion cor- r-; ^ j j j 

tante en el elemento tiene sentido r ~~ (c) (d) 

contrario al indicado en la figu- (b) 

ra 29, c. La figura 31 da el conve- Fig. 31 

nio establecido respecto a los signos 

de las fatigas normal y cortante. Esta ultima es positiva cuan- 
do origina un par de sentido dextrorso. 

10 . El clrculo de fatigas. — Las formulas (17) y (18) pueden 
representarse grafieamente x . Tomemos un sistema ortogonal de 
ejes coordenados con el origen en 0, y de direcciones positivas 
las usuales (fig. 32). Si consideramos que la seccibn pq es perpen- 
dicular al eje de la barra, se tendra, en la figura 28, 9 = 0 , y por 
las formulas (17) y (18), u„ =a x , x =0. Escogiendo una escala 
para medir las fatigas, y tomando la componente cortante segun 

el eje vertical, la fatiga ligada al pla- 

T no 9 = 0 vendrii representada en la 

n figura 32 por el punto A. Tomando 

ahora un piano paralelo al eje de la 

Le- / l — j +> barra, tendremos 9 ^ os ^os com ‘ 

V 1/ J ponentes de la fatiga se anulan para 

q~~ — ^ este piano y, por tanto, en la figu- 

c ‘ ~ "* ra 32 le corresponde el punto O. 

p TG 32 Construyendo una circunferencia so- 

bre OA como diametro, se ve facil- 
mente que las componentes de la fatiga para una seccion cual- 
quiera pq, correspondiente a un angulo 9 (fig. 28), son las coor- 
denadas de un punto de esta circunferencia. A fin de individua- 

1 Esta represent aci6n grafica se dobe a O. Mohr, Zivilingenieur, 
, p6ginu 113, 1882. Vease tambien su Abhandlungen, pag. 219, 1906. En 
\ este libro pueden verse referenda** a otras publicaciones sobre el mismo 
v asunto. 


Fig. 32 
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lizarle, M. t— » »»«*> *•* T*’” !,T 

reloj, , a partir da A, ei ingulo 2 T . Sea D el punto as, obte- 

nido; de la figura se deduce: 

OF = OG CF = - + cos 2<p = <r* cos 2 «p, 

2 2 


DF =CD sen 2<p = ^ sen 2 9. 

Comparaudo estas expresses con las (17) y (18) se ve que 
el punto D define la fatiga ligada al piano pq (fig- 28). Cuando 
la seccion pq gira a izquierdas alrededor de un^eje perpendmular 

al piano de la figura 28, y 9 varfa de 0 a el punto D se 

mueve de A hasta 0 por la semieircunferencia superior. Si el 

angulo 9 es superior a \ se obtiene una seccion como la re- 

presentada en mm -fig. 33 (a)-, cuya normal exterior 1 n, forma 

con el eje un ingulo mayor que J Al medir ahora el angulo 2, 

a partir de A, en sentido contrario a las agujas del reloj, obten- 
dremos nuntos de la semieircunferencia inferior. 

Supongamos el caeo de que mm sea perpend, oular a la see- 
eidn n eonsiderada anteriormente. El punto correspond, ente D 
to cue el angulo VOD, ualga *; es dedr, DD es un d,a- 
,„“ro Calculando^as ooordenadas de D, se obtendran las com- 
ponentes a* y de la fatiga ligada al piano mm.: 


HI' M 


OF 1 = OC — F 1 G 


cos 29 = o t sen 2 9 (20) 


Ti= _jr i C, = -C^ 1 sen2 T = -|sen29. s (21) 

Comparaudo estos resultados eon las expresiones (17) y (18) 
seUene ^ + ^ cos’ f + «« sen 1 <P = «. JJJ 

la figura mediante el rayaao. ^ 

ha T a Ers^no e - e oSe 0 cea 0 que el punto D, esta situado del lado de 
las ordenadas negativas. 
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Se ve, por tanto, que la sum a de las componentes normales de 
las fatigas ligadas a dos pianos perpendiculares permanece cons- 
tante y es igual a a x . Las componentes cortantes de las fatigas 
ligadas a dos pianos perpendiculares son iguales, pero de signo 
contrario. Tomando las secciones m x m x y p x q x , adyacentes y pa- 
raleias a las mm y pq, se obtiene im elemento — fig. 33 (6) — ais- 



(e) ' 



Fig. 33 


lado, y las fatigas que le solicitan son las de la figura. Se ve que 
las fatigas cortantes que actuan sobre las caras del elemento de 
direction pq producen un par dextrorso y, por tanto, de acuerdo 
con el convenio adoptado en la figura 31 (c) deben considerarse 
positivas. Las fatigas cortantes que obran sobre las otras dos 
caras seran, por el contrario, negativas, de acuerdo con lo esta- 
blecido en la figura 31 (d). 

El cfrculo de la figura 32, denominado cfrculo de fatigas, se 
empiea, tal como hemos indicado, para determinar las compo- 
nentes <j n y z de la fatiga ligada a un piano pq, definido por el 
angulo 9, que su normal exterior forma con el eje x (fig. 28). 
Tambien puede resolverse el problema inverso; es decir, dadas 
las componentes a n y z, hallar la fatiga axial a x y el angulo 9. 
Se ve que el angulo que forma la cuerda OD y el eje x es igual 
v ' a 9 (fig- 32). Conocido 9, puede trazarse el radio DC, que forma 
el angulo 2cp con el eje OC, y de estc modo obtener el centro C 
del circuio. 
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Problemas 

1. Determinar a H y x analitica y gr&ficamente si o, = 1.200 
kg./cm. 1 y 9 = 30° 6 9 = 120°. Aislar para estos angulos un ele- 
ments oomo el de la figura 33 ( b ) e indicar con flechas el sentido de 
las fatigas que actuan sobre 61. 

2. Resolver el problema anterior suponiendo que en lugar de la 
fatiga de extensi6n a x actua una compresora del mismo valor absoluto. 
En este caso, el diametro del circulo de la figura 32 caera del lado de 
las abscisas negatives. 

3. Sobre un piano pq, (fig. 28), actuan una fatiga normal a n = 960 
kg./cm. 1 y una fatiga cortante x = 320 kg./cm. 1 . Hallar el angulo 9 y 
la fatiga a x . 

Bespuesla: 

tg 9 = 5, <s x = = 1.086*4 kg./cm.* 

e r 3 cos 2 9 

4. Sobre dos caras perpendiculares del elemento de la figura 33 (6) 
actuan las fatigas normales a„ = 960 kg./cm. 1 y a Ul = 480 kg./cm. 1 
Hallar a x y x. 

Respuesta : 

a x = 1.440 kg./cm. 1 ; x = ± 678,8 kg./cm. 1 

6. Hallar la fatiga cortante mdxima en el problema 1. 

6. Determinar la posicion de las secciones para las que la fatiga 
normal es igual a la tangencial o cortante. 

11. TracciOn 0 compresi6n en dos direeciones perpendicula- 
res. — Hay oasos en los que el material esta sometido a la accion 
de extension o compresion en dos direeciones perpendiculares. 
Como ejemplo de fatigas combinadas vamos a encontrar las 
fatigas normales y cortantes en la pared cilindrica de una cal- 
dera sometida a la presidn interna de p kg./cm. 21 . Represen- 
tando el diametro interno por d, y el espesor de la plancha 
por h (fig. 34), separaremos un elemento de pared defimdo por 
dos secciones longitudinales y dos transversales. Debido a la 
presion interna el cilindro se dilatara en las direeciones axial y 
transversal. La fatiga de extension a„, en sentido circunferen- 

1 En realidad, p presenta la diferencia entre la presidn interna y 

la externa igual a la atmosferica. 

i 
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cial se determinari del mismo modo que en el caso de un anillo 
circular (articulo 8): 

= T d ' (24) 


Para calcular la fatiga de extension a, en direcci6n axial se 
supondia que la fuerza de extension que produce el alarga- 


* x n 



Fiq. 34 


miento del hervidero es igual a la fuerza que actua en dichos 
extremoB, es deeir, igual a 

'-'ft- 

El Area de la seccion recta del hervidero es 1 


por tauto. 


A — ndh\ 


P _pd 
A~ 4fc' 


Se ve que la fatiga en sentido circunferencial es doble que 
la fatiga en direccion axial 2 . Para una seccion pq perpendicular 
al piano xy, definida por el angulo 9 —fig. 34 (a)—, las formu- 
las (IT) y (18) del articulo anterior daran las componentes nor- 
mal y cortante de la fatiga ligada al piano pq y debida a la 
fatiga extensora o. x , sus valores son 


G n — CS X COS 2 9, 


g x sen 29 . 


1 El espesor de la pared se supone pequefio comparado con el 

diametro. , . . , , . , 

* La presion p que actua sobre la cara cilindrica interna del eie- 

.mento se desprecia frente a los valores (le o x y ay. 


w 
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Para ealcular las componentes producidas en el mismo pia- 
no pq por la fatiga extensora a„, observaremos que el angulo en- 

tre a, y la normal n -fig- 34 (a)- es g - ? ) , medido a dere- 

chas. Por tanto, al utilizar las ecuaciones (17) y (18) es necesa- 

no substituir a, por o„, y » por -(j-?). Asi obtoudremoa 


a v sen 2 9 , 


x" = a, sen 2 <p . 

2 


Sumando las expresiones (a) y ( b ) se obtiene como resultado 

a„ = g x cos 2 9 + a„ sen 2 9 , (26) 

t = 1 - (a x — G y ) sen 29 . (27) 

2 

12. El circulo de Mohr para fatigas combinadas.— Proce- 
dendo del modo empleado en el articulo 10 pueden represen- 
tarse facilmente, mediante una circunferencia, las formulas (26) 



Fig. 35 

y (27). Supongamos, como entonces, que absclsas y ordenadaa 
representan, a una cierta escala, las componentes normal y cor- 
tante de la fatiga; por consiguiente, los puntos A y B (fig. 35), 
de abscisas a x y g v , representan las fatigas ligadas a las caras 
del elemento de la figura 34 (a), perpendiculares a los ejes x e y, 
respectivamente. Para obtener las componentes de la fatiga liga- 
daaun piano oblicuo, definido por un angulo 9 —fig. 34 (a)—, 
basta construir una circunferencia con AB como diametro y 
trazar el radio CD, que forma un angulo ACD igual a 2 9, con- 
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tndo a partir del punto A, en sentido contrario al de las agujas 
del reloj. De la figura se deduce 

QE = 6c — CE = -(OA + OB) — -(OB — OA ) cos 29 = 

2 2 

e — CT>> — cos 2a> — g x cos 2 9 -j- Gy sen 2 (p. 

2 2 

Lo que indica que la abscisa OE del punto D de la circunferen- 
cia, medida a la escala adoptada, da la componente normal a„ 
de la fatiga (26). 

La ordenada del punto D es 

DE — CD sen 29 = — — sen 2o. 

2 

Como en este caso esta ordenada es negativa, se deduce que 
la ordenada del punto D, tomada con el signo que la corres- 
ponda, nos da la componente cortante de la fatiga (27). 

Cuando el piano pq gira en sentido contrario al de las agujas 
del reloj, respecto a un eje perpendicular al piano xy —figu- 
ra 34 (o) — , el punto D correspondiente se mueve tambien en 
sentido contrario al de las agujas del reloj sobre el circulo de 
Mohr (fig. 35); de forma que para cada valor de 9 las componen- 
tes a n y x de la fatiga se obtienen como coordenadas del punto D. 

De esta representation grafica de las formulas (26) y (27) se 
deduce que la componente normal maxima del estado elastico 
es, en nuestro caso, g v , y que la componente cortante maxima, 
representada por el radio CF de la circunferencia de la figu- 
ra 35, es 



3tt 

y acontece cuando sen 29 = — 1 y 9 = — . Igual valor para la 
fatiga cortante, pero con el signo negativo, corresponde al piano, 
para el que 9 = ^ . 

Tomando dos pianos perpendiculares. definidos por los an- 

gulos 9 y ^ 4 - 9, que sus normales n y n x forman con el eje x, 
A 
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las fatigas ligadas a ellos son las coordenadas de los pnntos D 
y D l de la figura 35, y geometricamente se deduce que 

O n + ®n, = °X + <*„, ( 29 ) 

x,=-x. (30) 

Esto indica que la suma de Las componentes norm ales de las 
fatigas ligadas a dos pianos perpendiculares es constante al va- 
riar el angulo 9, y que las componentes cortantes son iguales, 
pero de signo opuesto. Una circunferencia analoga a la de la 
figura 35 puede construirse cuando una o las dos fatigas a, y 



! ' Fia. 36 

son compresiones; basta para ello tomar las que lo sean en sen- 
tido negativo sobre el eje de abscisas. 

Si suponemos, por ejemplo, que las fatigas que actuan sobre 
el elemento son las indicadas en la figura 36 (a) , la circunferencia 
correspondiente es la de la figura 36 (6). Las componentes de la 
fatiga ligada al piano pq, de normal n, vienen daaas por las 
coordenadas del punto D del diagrama. 

Problemas 

1. La caldera de la figura 34 tiene d = 2,5 m„ h = 1.25 cm. De- 
terminar a* y a„ si p = 8 kg. /cm. 2 Aislar un elemento por pianos a 30 
y 120° y representar los valores y direcciones de las componentes de 
las fatigas ligadas a las caras laterales de dicho elemento. 

2. Determinar las fatigas o„, a B1 , t y t 1; si en la figura 36 (a) a, = 800 

kg. /cm. 2 , = — 400 kg./cm. 2 y ? = 30°, 9i = 120°. 

Respuesta : « 

o„ = 500 kg./cm. 2 , a„i = — 100 kg./cm.*, x =-■ x, = 520 kg./cm. 2 . 
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3. Determinar o„, <j„,, t y x t en e) problema anterior, si el Angu- 
lo <p se cscoge de modo que t sea maximo. 

Respuesta : 

c n = = 200 kg./cm. 2 , t = t, = 600 kg./cm. 2 . 

13. Fatigas principales. — En el artfculo anterior hem os visto 
que, para extension o compresion en dos direcciones perpen- 
diculares x e y, una de las dos fatigas a x o c f , es la fatiga normal 
maxima, y la otra la minima. Para cualquier piano inclinado, 
tal eomo el ,xj —figs. 34 (a) y 36 (a)—, el valor de la fatiga nor- 
mal a n queda entre dichos limites. 

Sobre los pianos inclinados actuan, ademas de las fatigas 
normales a n , fatigas cortantes x. Las fatigas y de las cua- 



Cb) 

Fig. 37 


les una es la maxima y otra la minima fatiga normal, se deno- 
minan fatigas principales, y los dos pianos perpendiculares a los 
que estan ligadas se denominan pianos principales. Sobre estos 
pianos no actuan fatigas cortantes; en el ejemplo del articulo 
anterior (fig. 34) encontramos las fatigas principales a x y o y por 
simples consideraciones, y en funcion de ellas calculamos las 
componentes normal y cortante de la fatiga ligada a un p ano 
inclinado, tal como el pq -fig. 34 (a)-. En otros casos (vease 
pagina 118) es mas faeil determinar las componentes normales y 
cortantes de las fatigas ligadas a dos pianos perpendiculares. El 
camino mas sencillo para determinar en estos casos las fatigas 
principales es emplear el circulo de Mohr. Supongamos conoci- 
das las fatigas que obran sobre un paralelepipedo rectangular 
elemental —fig. 37 (a)—. Las fatigas o x y a y no son las prrnci- 
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pales, puesto que no soiamente actuan iatigas normales, sino 
tambien cortantes, sobre los pianos perpendiculares a los 
ejes x e y. 

Para construir el clrculo de fatigas en este caso empleare- 
mos primeramente las componentes de las fatigas a x , a p y y 
obtendremos los puntos D y D 1 — -fig. 37 ( b ) — . Puesto que estos 
dos puntos corresponden a dos pianos perpendiculares, la lon- 
gitud DD-y sera un diametro del circulo de fatigas. La intersec- 
cion de este diametro con el eje x nos da el centro C del circulo, 
y, por tan to, puede este construirse. Los puntos de intersec- 
cion d y B de la circunferencia con el eje x definen los valores 
de las fatigas normales maxima y minima que representai e- 
mos por y c 2 Mediante senwllas consideraciones geometricas 
se deduce 


<q = OA = OG + CD = 




+ t 2 , (31) 


a i= OB = OC-CD= a ± x 2 . (32) 

De la figura se deducen tambien las direcciones correspon- 
dientes a las fatigas principales. Sabemos que el angulo DC A 
es el doble del que forman la fatiga <q y el eje x, y puesto que 
2 cp se mide de D a A, en el sentido de las agujas del reloj, la 
direccion de <q sera la indicada en la figura 37 (a). Si aislamos el 
elemento rayado en la figura mediante pianos normales y para- 
lelos a a x , sobre estos pianos actuaran ahora umcamente fa- 
tigas normales de valor cq y a 2 - Para el calculo numerico del 
angulo cp se deduce de la figura 

DE 

l tg 2cp l “ Ve 

Teniendo en cuenta que el signo del angulo 9 debe ser en 
este caso negativo, puesto que se mide desde el eje x en sentido 
de las agujas del reloj — fig- 37, (a ) — , se deduce 


tg 2<p = 


(33) 


AnAt.TSTS EE FATIGAS Y DEFORMACTONES 


47 • 

La fatiga cortante maxima viene dada por el radio de la 
circunferencia y vale 



Las ecuaciones (31) a (34) resuelven por completo el pro- 
blema de la determination de las fatigas normales maxima y 
minima y de la fatiga cortante maxima, conocidas las compo- 
nentes normales y cortantes de las fatigas ligadas a dos pianos 
perpendiculares cualesquiera. 

Problemas 

1 . Un elemento — fig. 37 (a) — esta sometido a la accidn de las fa- 
tigas a x = 350 kg. /cm.®; a y = 210 kg./cm.®; x = 70 kg. /cm.®. Determi- 
nar las magnitudes y las direcciones de las fatigas principales o, y a. 2 . 

Solucidn : Mediante las ecuaciones (31) y (32) se obtiene 

,, - 55^° + l/jEip _ 379 kg.,*..* 

+ - j/(«£=JLo; + 70 . _ ,6i k g ,/« m .. 

y empleando (33), 

1 ° 

tg 2 9 = — 1; 29 = — 45°; 9 = — 22 -g-« 

Las direcciones de los ejes principales estan indicadas en la fign- 
ra 37 (o). 

2. Determinar las direcciones de las fatigas principales en el problema 
anterior, suponiendo = — 350 kg./cm.®. 

Solucidn: Ei circulo correspond iente 
se ve en la figura 38. El angulo 9 entre la 
norma] exterior de la cara en la cual actua 
. . la fatiga o x y la fatiga m&xima princi- 
>'• . pal o, se hallara del modo siguiente: 

% tg29= + I ; 29 = 14° 2'; 9=7° V 

q medido en sentido contrario al de las 
agujas del reloj desde el eje x. 

:i r 3. Hallar el circulo de Mohr para el 1' t°- 38 

caso de dos fatigas principales de extension 
3, iguales <q = cq = a o dos de compresidn iguales, a x = a y = — o. x = 0 , 
en ambos casos. 

y Respuesta: En este caso los circulos se transforman en dos puntos 
- sobre el eje de abscisas + o y — a, respectivamente. 
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4. Sobro las caras del elemento de la figura 39 ( a ) obran las fa- , 

tigas a„ = — 40 kg./cm. a , <J„ = 120 kg./cm.*, t = 80 kg./cm.* Encon- 
trar, mediante el clrculo de fatigas, los valores de las fatigas norma- 
les y cortantes (a) para los pianos principales (6), para los pianos de 
fatiga cortante maxima. 

Solucidn: El clrculo de fatigas correspondiente se ve en la figu- 
ra 39 (6). Los puntos D y D i represen tan las fatigas que actvian sobre 


F 



Fig. 39 


las caras del elemento de la flgiua 39 (a), perpendiculars a los ejes 
x e y. y OB y OA son las fatigas principales. Sus valores son 
= 163* kg./cm.* y o, = — 73 kg./cm. *, respectivamente. La direccidn de 

la fatiga de compresidn maxima a 2 forma un Angulo de 22 ^ con e ' 

eje x, medido este Angulo desde el eje *yen sentido contrario al de 
las agujas del reloj, tal como indica la figura 39 («)• Los puntos F y 
F x representan las fatigas que actuan sobre los pianos do maxima fa- 
tiga cortante. El valor de esta fatiga. cortante es 113 kg./cm. a . OC 
representa la componente normal de la fatiga ligada al mismo piano y 
vale 40 kg./cm. 2 . 

5. Resolver el problema anterior si = — 400 kg./cm. , = 240 

kg./cm. 2 , t = 80 kg./cm. a . 


14. An&lisis de la deformacidn en el caso de extensidn 
simple.— En el articulo 2.° se ha visto el alargamiento axial de 
una barra sometida a extension. Experimentalmente se ha com- 
probado que el alargamiento axial viene acompanado de una 
' contraction lateral de la barra y que la relacion 

contr action lateral urutaria 
alargamiento axial umtario 

es constante para una barra dada entre los llmites eldsticos. 
j Esta constante se representa por p y se denomina relaciOn de 
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Poisson, en honor al matem&tico trances que determin6 esta 
relacion de modo analitico usando la teoria molecular como lii- 
potesis de constitution de los materiales. Para materiales que 
lengan las mismas propiedades elasticas en todas direcciones, 

materiales isOtropos, Poisson halld el valor p = Ensayos ex- 

perimentales han hecho ver que la contraction lateral en probe- 
tas metalicas 1 tiene un valor proximo al calculado por Poisson. 
En el caso particular del acero puede tomarse p = 0,3. Conocien- 
do la relacion o modulo de Poisson, de un material, el cambio 
de volumen de la barra extendida puede calcularse facilmente. 
La longitud de la barra aumenta en la relacion (1 + e) : 1. Las 
dimensiones laterales disminuyen en la relacion (1 ps) . 1, 
por lo que el area de la secciOn recta disminuye en la relacion 

(1 jxe)^ : l. Por tanto, el volumen de la barra cambia en la 

relation (1 + e) (1 — pe) 2 : 1, o sea (1 + e — 2pe) : 1, al tener 
en cuenta el pequeno valor de e y despreciar sus potencias. De 
aqui se deduce que la dilataciOn cubica unitaria es e (1 — 2p). 
Para materiales como la goma y parafina, el valor de p esta pro- 
ximo a 0,50 y el volumen permanece aproximadamente constan- 
te durante la extension. Si p fuese mayor que 0,50, el volumen 
disminuiria al extender la barra. Hay materiales tales como el 

hormigon, en los que p tiene un valor reducido |p = g a yyj’ 

y otros, como el corcho, en los que p puede suponerse nulo. 

Todas estas conclusiones son aplicables con el adecuado cam- 
bio de signos al caso de compresion. El acortamiento longitu- 
dinal viene acompanado de una dilatation transversal, para 
cuyo calculo puede usarse el mismo valor de p que en el caso de 
extension. 


Problemas 

1. Determinar el aumento unitario de volumen de una barra ex- 
tendida si <jf = 448 kg./cm.*, p = 0,30, E => 2 X 10* kg./cm. *. 
Solucion: La dilataci6n cubica unitaria es 


«(l_2p) = ^(l_2p) 


2 X 10 * 


(1 — 0 , 6 ) — 89,6 X 10 -*. 


1 Estos materiales se oonaideran isAtropoe (vAase 8e<pinda parte) . 

KamsTiHoiA Tim M4T*m*i*s. — t. I 4 
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2. Determinar el aumento de volumen de una barra producido ‘ 
por una fuerza P que actua en su extremo inferior y el peso propio de 
la barra (vbase articulo 5.°, pag. 14). 

Respueala: El aumento de volumen es 

Al(l — 2 V ) /P , Y l\ 


G+5)- 


15. Deformacifin en el caso de extension o compresidn en 
dos direcciones perpendiculares. — Si una barra cuya forma es un 
paralelepipedo rectangular esta sometida a fuerzas de extension 
que actuan en dos direcciones perpendiculares x e y (fig. 34), el 
alargamiento en una de las direcciones depende no solamente 
de la fatiga en esa direccion, sino tambien de la fatiga existente 
en la direccion perpendicular. El alargamiento unitario en la 

direccion del eje x debido a la fatiga a x , sera ^ . La fatiga a y 

produce una contraction lateral unitaria en la direccion x, cuyo 

valor es p °J; por tanto, al actuar ambas fatigas a x y a v simulta- 

hj 

neamente, el alargamiento unitario en la direccion x sera 


Analogamente, para la direccion y se obtiene 


En el caso particular de que las dos fatigas de extension sean 
'iguales a x = a y — a, se obtiene 

s*= s v = “ ( 1_ I 1 ) ( 37 ) 

De las ecuaciones (35) y (36) se pueden despeiar las fati- 
gas a x y a y! en funcion de los alargamientos umtarios e* y s y , 
obteniendose > 


p + t *s y ) E 


(e„ + pe*) E 

v 1-V-* 
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Problemas 

1. Determinar el aumento de volumen del hervidero ciUndrieo de 
acero sometido a presion interior, de la figura 34, despreciando la de- 
formation de los extremos y tomando a„ = 400 kg. /cm. 1 . 

Soluxi&n: Usando las ecuaciones (35) y (36), 


2 x 10* 0,3 2 x 10 6 = 2 x 10 6 : 


17 x 10-* 


200 

' 2 x 10 6 ‘ 


2 x 10« 2 x 10« 


= 4 x 10-*.. 


E) volumen del hervidero aumenta en la relacibn 

(1 + Ej,) a (1 + «*) : 1 = (1 + 2e„ + c*) : 1 = 1.00038 : 1. 

2. Un cubo de hormigon esta, comprimido en dos direcciones per- 
pendiculares por el dispositivo que indjca la figura 40. Determinar la 

disminueion de volumen del cubo si su q- 1 — 

lado ea 10 cm. y la fatiga de compresion f / 

se distribuye de modo uniforme sobre sus /os'* ^ 

caras; g = 0,1 y P = 10.000 kg. P — 

Solution: Despreciando el rozamien- » (b) 

to en los nudos y considerando el equi- y v 

librio de cada uno — fig. 40 (6) — se ^ 

puede ver facilmente que el cubo esta Fig. 40 

sometido a compresiones iguales en dos 

direcciones perpendiculares y que la fuerza de compresion es igual a 
p Vi = 14.000 kg. 

La deformation correspondiente (ecuacion 37) es 


10 2 x 2’8 x 10* 


(1 — 0,1) = — 0,000453. 


En direccion perpendicular al piano de la figura el alargamiento 
unitario del cubo valdra 

-Pi-Pi- io» m !»■ - "-o 0 * 1 - 

La dilatacibn cubica unitaria del cubo sera 

e* + + e 2 = - 2 X 0,000453 + 0,0001 = — 0,000806. 

3. Determinar el aumento de la superficie lateral del hervidero 
considerado en el problema 1. 

Solution. El incremento unitario de area sera: 


£ X 4" 


21 X 10~ 6 . 
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4. Determinar el alargamiento unitario en la direceibn o, de una 
barra de aeero, si el esUdo de fatiga es el indicado en el problem*, 1, ; 
pagina 47. 

SuLucidn : 

e , = _L__ (379 — 0,3 x 161) = 165,3 X 10-«. 

Sl 2x10®' 

16. Fatiga eortante pura. — Consideremos el caso particular 
de action de una fatiga de extension a x y otra de compresion a, i 
de la mis ma magnitud — fig. 41 (a) . El circulo de Mohr coires- . 



Fig. 41 


pondiente es el de la figura 41 ( b ). El punto D de este circulo 
representa las fatigas ligadas a las secciones ab y cd, cuya nor- 
mal esta inclinada 45° con el eje x, y el punto Z>, representa las 
fatigas para las secciones ad y be, perpendiculares a las prime- 
ras. Se ve en el circulo que las fatigas normales para cada una 
de estas secciones son nulas y que la fatiga eortante para esas 
miamas secciones esta representada por el radio del circulo y es 


De aqui se deduce que uii elemento como el abed puede consi 
derarse aislado y estar en equilibrio bajo la accion de fatig 
cortantes solamente —fig. 41 (a ) — . Un estado de fatiga com 
este se denomina fatiga eortante pura. Si la seccion no es 
inclinada a 45° oon relacibn al eje x, existiran en ella fatiga no 
mal y fatiga eortante. La magnitud de estas fatigas puede ob 
perse utilizando el circulo de Mohr para este caso —fig- 41 (6). 
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Consideremos ahora la deformation del elemento abed. Al no 
existir fatigas normales a las caras del elemento, las longitudes 
ab ad, be y de no cambiaran durante la deformacion; pero la dia- 
gonal vertical acortara y la diagonal horizontal db alargara, mien- 
tras que el cuadrado abed se transforma en el rombo indicado en 

la figura con lineas de trazos. El angulo en a, que era ^ antes 

de la deformacion, se hace mayor que por ejemplo, ^ + Y> 

y al mismo tiempo el angulo en b disminuye y se transforma 

en !! _ y. El pequeiio dngulo y mide la distortion del elemento 

abed y se denomina deformacion angular unitaria. La existen- 
ce de esta deformacion puede verse tambien del modo siguiente. 
El elemento abed de la figura 41 (a) se gira 45° y queda en la po- 
sition indicada en la figura 42. Despues de la distorsion, produ- 
cida por la fatiga eortante, el mismo ele- 
mento toma la position representada por „ r — b 

las lineas de trazos. La deformacion an- I T°. A /^. b > 


gular y sera igual al cociente 


■ /X V 

el deslizamiento a, a, del lado ab con rela- | / // 4S - I 
cion al lado de y la distancia entre esos ■/' 1 ’ 

dos lados. Debe subrayarse el hecho de " 

que una aplicacion uniforme de fatigas FlG ‘ 42 

cortantes en las caras de un bloque tal 

como indica la figura 42 es muy dificil de realizar. Los calculos 
practicos, en caso de fatiga eortante, de elementos como rema- 
ches y pemos, en los que se supone una distribucibn uniforme 
de la fatiga eortante en las secciones rectas, son solamente una 
grosera aproximacion. 

Para establecer relaciones entre la deformacion angular uni- 
taria y la fatiga eortante que actua en los lados del elemento abed 
consideraremos el triangulo rectangulo Oab — fig. 41 {a)—. El 
alargamiento del lado Ob y el acortamiento del lado Oa de este 
triangulo durante la deformacion se encontrara usando las ecua- 
ciones (35) y (36). Como en este caso 


Fig. 42 
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se tiene 


Como 


x (1 -fjx). 


x(l - f {*) 
E 


06, _06[l + Oa, = 0«[l_l<l±-E>], 

mediante el triangulo rectangulo Oa 1 6 1 se obtiene 

1 . iXL+Jfl 

1 7t y\ Ob, E 

tgQoA = tg( i + § ) = =r= T q+jT 

1 w 


Para un angulo pequeno como y puede ponerse 


:(M) = 


= i+| 

1-tgTtg | l-I 


Sustituyendo en la ecuacion (a), se obtiene 
y __ x(l + p) 

2 _ E 

y u sari do la notacion 


resulta 


2 (1 + p.) 


Se ve que la deformation o distorsion angular es proporcio 
nal a la fatiga cortante e inversamente proporcional a la canti- 
dad G, que depende de las propiedades elasticas del material y 
se llama modulo de elasticidad transversal o modulo de esfuerzo 
cortante. Puede calculate por la ecuacion (39), en cuanto se 
conozcan E y (i. Para el acero, 

q — 2 x *° 6 = 0,77 X 10 s kg. /cm. 2 

2(1 +0,3) 

El estado elastico de fatiga cortante pura se produce eorrien- 
temente en la torsion de un tubo circular (fig. 43). Debido a la 
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pequena rotation de un extremo del tubo respecto al otro, las 
generatrices trazadas sobre la superficie cilindrica se inclinan 
respecto al eje del cilindro, y un elemento abed, formado por dos 
generatrices y dos secciones rectas adyacentes, experimenta una 

distorsion analoga a la expuesta en la figura 42. 

El problema de la torsion se vera mas adelante 

(capitulo IX) y mostraremos como puede deter- 

minarse la fatiga cortante x y la distorsion y ^ 

del elemento abed, si se miden o conocen el mo- 7| 7) 

mento torsor y el angulo de torsion correspon- " " 

diente. Encontrados x y y por el ensayo de : / 

torsion, puede calcularse el modulo G mediante 

su cociente. Con este valor de G y conocido E FlG ' 43 

por un ensayo a traccion, se calcula facilmente 
el coeficiente de Poisson p mediante la expresion (39). La de- 
termination directa de p, midiendo la contraction lateral du- 
rante el ensayo a traccion, es mas dificil, puesto que dada su 
pequeiiez se necesitan aparatos de gran precision. 


Problemas 

1. E] bio que abed de la figura 42 esta hecho de un material para 
el que E = b X 10 5 kg./em.* y (X = 0,25. Hallar y y el alargamiento 
unitario de la diagonal fed si t = 800 kg./cm.*. 

2. Hallar en el problema anterior el corrimiento ao, de la cara ab 
respecto a la cd si la diagonal bd — 5 cm. 

3. Probar que el cambio de volumen del bloque abed de la figu- 
ra 42 es nulo si se consideran despreciables las potencias de orden su- 
perior al primero de las componentes de la deformacibn e x y 

v 17. Fatigas de trabajo por cortadura. — Sometiendo un 
material a fatiga cortante pura puede establecerse la rela- 
tion existente entre fatiga cortante y 
r " distorsion unitaria. Esta relation se da 

^ usualmente en forma de diagrama (figu- 

r ra 44). Las abscisas representan las dis- 

I torsi ones y las ordenadas las fatigas cor- 

| tantes. El diagrama es analogo al del en- 

— — ■ ' - sayo a traccion y puede senalarse en el 

Fiu. 44 el limite de proporcionalidad A y (4 punto 
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de fluencia 1 B. Los ensayos muestran queparaun material como 
el acero corriente el punto de fluencia por cortadura t Fl va e e 
0,55 a 0,60 de a„. Puesto que en el punto de fluencia se presenta 
una distorsidn considerable, sin incremento de la fatiga cortante, 
es logico tomar como fatiga cortante de trabajo solamente una 
fraction de la fatiga cortante de fluencia, de inodo que 




donde n es el coeficiente de seguridad. Tomando este coeficiente 
del mismo urden que en el caso de extension o coinpresion, se 

tiene 

x, = 0,55 a 0,60 <s t 

lo que indica que la fatiga de trabajo por cortadura deberd ser 
mucho menor que la fatiga de trabajo a extension. 

Se comprende faeilmente que en las aplicaciones practicas 
no se encuentre la distribution uniforme de fatiga cortante su- 
puesta para el bloque de la figura 42. Mas adelante veremos que 


-1'f- 



Fig. 45 


la fatiga cortante pura se presenta no solamente en la torsidn 
sino tainbien en la flexion de vigas. Sin embargo, muchos casos 
practicos se resuelven suponiendo la distribucion uniforme de 
fatigas, aunque solamente sea una grosera aproximacion. Sea, 
por ejemplo, el caso del empalme de la figura 45. Es evidente que 
si el diametro del perno ab no es suficiente el empalme puede 
fallar, debido a cortadura por las secciones mn y m x n v Un es- 


i Para obtener un punto de fluencia bien marcado se emplean 
probetas tubulares en los ensayos a torsion. 
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tudio a fondo del problema muestra que las fatigas cortantes 
n0 se distribuyen de modo uniforme sobre dichas secciones y 
que el perno experimenta no solo cortadura, sino tambidn fle- 
xi6n bajo la action de las fuerzas extensoras P. De modo gro- 
sero el diametro suficiente para el perno se obtiene suponiendo 
en dichos pianos mn y m x n x una distribucion uniforme de fati- 
gas cortantes t, cuyo valor se obtiene dividiendo la fuerza P 
por la suma de las areas de dichas secciones mn y m x n x . Por con- 
siguiente, 

° 2 P 

T = TUP' 


y el diametro necesario para el perno se obtiene de la ecuaeion 

2 P 


Otro easo simple de aplicacidn de este mdtodo elemental es 
el de problemas de cortadura ‘en juntas roblonadas (fig. 46). 



Fig. 46 


S' 

V Como las cabezas de los roblones se forman a altas temperatu- 
v - ; . ras, los roblones producen al enfriarse una gran compresion 
y sobre las planchas K Al aplicar las fuerzas extensoras P, el mo- 
vimiento relativo entre las planchas esta impedido por el roza- 
% miento debido a la presion anteriormente indicada entre plan- 
i chas. Solamente despuds de vencido este rozamiento empiezan 
a trabajar por cortadura los roblones, y si su diametro no es 
J, suficiente, puede presentarse una rotura por cortadura a lo lar- 

l- 1 Expcrimentalmente se ba visto que las fatigas de extension en 
los roblones son del orden de la fatiga de fluencia del material con que 
; estan hechos. Veaso C. Buch, Zeiiechr. d. Ver. Deulsch. Ing. 1912. 
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go de los pianos mn y rn,n,. Se ve, por consiguiente, que el estu- • 
dio min imi oso del problema de las juntas roblonadas es muy 
complicado. El problema se resuelve corrientemente de un modo 
grosero despreciando el rozamiento y suponiendo que las fati- 
gas cortantes se distribuyen uniformemente a lo largo de las - 
secciones mn y m t n v Se obtiene, por consiguiente, el diametro 
suficiente de los roblones utilizando la misma ecuacion (42) del 
,ejemplo anterior. 

Froblemas 

1. Determinar el di ametro del perno del empalme de la figure 46 
: si P = 6.000 kg. y x t = 480 kg./cm. s . 

2. Hallar la longitud de seguridad 21 del enlace de las dos piezaa 
de madera delafigura 47 sometido a extension, si P = 6.000 kg., x, = 8 



Fig. 47 


kg./cm * para Gortadura paralela a las fibras y b = 26 cm. Deterred- • 
nar la altura apropiada del retallo mn, si el limite de seguridad para 
las fatigas de compresion local a lo largo de las fibras de la madera 
es 64 kg. /cm. 2 . 

3. Hallar el diametro de los roblones de la figura 46 si x, = 640 
kg. /cm. 2 yP = 4.000 kg. 



Fig. 48 Fig. 49 

4. Determinar las dimensiones l y 8 en el enlace de dos barras 
rectangulares por planchas de acei'O (fig. 48), si las fuerzas, las dimen- 
siones y las fatigas de trabajo son las mismas que en el problema 2. 

6. Determinar la distancia a necesaria en la estructura de la figu- 
iu 49 si la fatiga cortante de trabajo es la misma que en el problem 
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ma 2 y las dimensiones de las secciones rectas de todas las barras 
son 10 X 20 cm. Se desprecia el efecto del rozamiento. 

18. Traeeidn o compresion en tres direcciones perpendicu- 

lares. — Si una barra de forma de paralelepipedo rectangular 
esta sometida a la accidn de fuerzas 
P x , P y y P z (fig. 50), las tensiones norma- 
lesa los ejes x, y y z son, respectivamente, 

P P P 

a x — G u — , <s l — . Pj, 

A y D 

Se supone a x > a > cs z . ^ 

" Fig. 60 

Combinando los efectos de las fuerzas 
P x , P v y P z , se deduce que sobre una seccion cnyo piano pase 
por el eje z solamente producen fatigas las fuerzas P x y P y , y 
tambien que estas fatigas pueden calcularse por las ecuaciones 
(26) y (27) y representarse graficamente usando el circulo de Mohr. 
En la figura 51 el circulo de diametro A B representa estas fatigas. 
De la misma manera, las fatigas ligadas a una seccion que pase 
por el eje x pueden representarse por el circulo cuyo diametro es 

X BC. El circulo de diametro AG 

X" JjJlJjJlJv J representa las fatigas afectas a 
zmax secc i° n ®s producidas a traves 

O I Yc\<B a \ i del e J e V- ^ os t res circulos de 

! v. J 6 Mohr representan las fatigas 

1 W V x/l para las tres series de secciones 

i X, a traves de los ejes a;, yy z. Para 

j* ( otra seccion inclinada respecto 

ri ffx a ] 03 e j eg y y 2> i as componen- 

Fig. 51 tes normal y cortante de la fa- 

tiga son las coordenadas de un 
punto situado en el area rayada de la figura 51 *. Sentado esto, 
se deduce que el maximo esfuerzo cortante estara representado 
por el radio del mayor de los tres circulos y vendra dado por la 
ecuacion 


La demostracion de esta propiedad puede verse en el libro de 
A. toppl, Technische Mechanick, vol. V, pag. 18, 1918. Vease tambidn 
M. Westergaard, Z, augew. Math. Mech., vol. IV, pag. 620, 1924. 
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Tiene lugar para la seccion que pasando por el eje de las y ’ 

biseca el angulo de los ejes x y z. » 

Las ecuaciones para el calculo de las deformaciones unitarias ' 
en las direcciones de los ejes pueden obtenerse combinando los ? 
efectos de P x , P y y P z del mismo modo que se ha hecho para el 
caso de traction o compresion en dos direcciones perpendicula- 
res (vease artlculo 15). De esta manera se obtiene 


e x = ^ + c i)> 

x ee 




E E 


(Sr + a y)' 


El volumen de la barra aumenta en la relacidn 
(1 4- s r ), (1 4 e„), (1 -r sj : 1. 
o despreciando cantidades de orden superior 

(1 4 Ej; + Zy 4 t z ) t 1, 

de donde la dilatation cubica unitaria es 

A = Sj; 4 

La relation entre la dilatacion cubica unitaria v las fatigas 
que actuan en las caras de la barra puede obtenerse sumando 
las ecuaciones (43). 

De este modo se obtiene 


A = e T 4 e » + e z — 


■ (Uj. 4 Gy ~f~ <T ^)• 


jbin el caso particular de presion hidrostdtica uniforme se tien 

G x = G x = <y z = — p. 

Las ecuaciones (43) dan 


= — -(1 2|i), 


I 
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y la ecuacion (44), 


3(1—2 p) 

A = — p. 

E 


Usando la notation 


3(1 — 2 p) 


se obtiene 


La dilatacidn cubica es proporcional a la fatiga de compre- 
gi6n p e inversamente proporcional a la cantidad K, a la cual 
se conoce con el nombre de modulo de elasticidad de volumen 
o modulo volumetrico. 

Problemas 

1. Determinar la disminuci6n de volumen de una esfera maciza 
de acero de 25 cm. de di&metro sometida a una pre- 
ei6n hidrostatica p = 700 kg. /cm. 4 | 

Solucidn : De la ecuacidn (40), 


A = - £ = 


700 X 3(1 — 2 x 0.3) 

2 x 10« 


La disminuci6n de volumen es, por tanto, 
lb* X if ~ 343 cm. 3 

2. En la figura 52 un cilindro de goma A estd / \ 

comprimido dentro de un cilindro de acero B por ( 1 J 

una fuerza P. Determinar la presidn entre la goma \. J 

y el acero si P = 500 kg.; d = 5 cm., el m6dulo de “ 

Poisson para la goma p = 0,45. Se desprecia el ro- Fio. 52 

zamiento entre la goma y el acero. 

Solucidn: Sea p la fatiga de compresi6n en cualquier seoci 6n nor- 
mal al eje del cilindro y q la presi6n entre la goma y la superficie inter- 
na del cilindro de acero. Fatigas de compresi6n del mismo valor g 
ai tuaran entre las superficies laterales de las fibras longitudinales 
del cilindro de goma, del que hemos aislado un elemento de forma de 
paralelepipedo rectangular con caras paralelas al eje del cilindro (vease 
figura 52). Este elemento esta en equilibrio bajo la accidn de la fatiga 
de compresion axial p y las fatigas q. Suponiendo que el cilindro de 
acero es absolutamente rigido, el alargamiento interne de la goma 
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en las dirocciones z e y debera ser nulo, y por las eouac.ones (43) se 
obtiene 


E 


de donde 


_ 0,45 500 X 4 

X — [j. 1. — 0,45 tc X 5 2 


: 20,8 kg. /cm/ 


3 Una columna de hormigon esta encofrada en un tubo de acero 
(figura 53). Determinar la presion entre el acero y el hormigony la la- 
tiga de extension transversal en el tubo, supomendo que no hay ro- 
zamiento entre hormigon y acero y que todas las dimen- 
siones y la fatiga de compresion en la columna de hormi- 

f. gon son conocidas (fig. 53). 

Solution: Sean p y q las fatigas longitudinal y lateral 
de compresion, respectivamente; d el diametro mterior del 
r tubo de acero, h su espesor, E a el modulo de •lasticidad 
mr~ del acero, E h y p A los modulos de elasticidad y de Poisson 

SjgjSg ! del hormigon. El alargamiento unitario del hormigon 

HHp en una direccion lateral, teniendo en cuenta la ecua- 

cion (43), sera 


Fia. 53 


‘-k + % (P + q) - 


Este alargamiento ser& igual al alargamiento circunferencial uni- 
tario del tubo de acero (v£ase ecuacion 13). 

’ _3*_. («) 

2 hE a 

Con las ecuaciones (a) y (6) se obtiene 

_JlL=_X + p(p + q), 

2 hE a E h Ei i 


de donde 




q ~ p ‘ Llk+i-n 

2hEa 

T.a fatiga lateral de extension en el tubo se calcular& ahora por la 


4. Determinar la fatiga cortante maxima en la columna de 
hormigon del problema anterior, supomendo que p - 70 kg./ • » 

(* = 0,10; ^r-7.5- 


’ (l — = 33 ’ 2 k S-/cm. a 


Solution : 


CAPITULO III 


FUERZA CORTANTE Y MOMENTO FLECTOR 

19. Tipos de vigas. — En este capitulo vamos a analizar los 
tipos sencillos de vigas que muestra la figura 54. La figura 54 (a) 
representa una viga con los extremos apoyados. Los puntos de 
apoyo A y B estan articulados y, por tanto, los extremos de la 
viga pueden girar libremente durante la flexion. Se supone tam- 
bi6n que uno de ellos esta montado sobre rodillos y puede mover- 
se libremente en direccion hori- 
zontal. La figura 54 ( b ) representa 
un voladizo o mensula. El extre- 
mo A de esta viga esta empotrado 
en la pared y no puede girar du- 
rante la flexion, mientras que el 
extremo B esta completamente 
libre. La figura 54 (c) representa 
una viga apoyada con voladizo. 
e Esta viga tiene el apoyo A en for- 
~ ma de articulacion fija y el C es 
A una articulacion movil. Fig. 54 

' Los tres casos representan vi- 
t gas estaticamente determinadas, puesto que las reacciones en los 
apoyos correspondientes a cualquier caso de carga pueden deter- 
f; uiinarse por las ecuaciones de la estatica. Sea, por ejemplo, la 
■L viga apoyada solicitada por una carga vertical P - — fig. 54 (a ) — -. 
.y La reaccion R 2 en B debe ser vertical, puesto que este apoyo 
puede mo verse libremente de modo horizontal. De la ecuacion 
de la estatica, S X = 0, se deduce que la reaccion i?j es tambien 
| Vertical. Los valores de R 1 y R 2 se determinan por las ecuacio- 
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nes de mementos. Igualando a cero la suma de los momentos de 
todas las fuerzas respecto al punto B, se obtiene 

B-[l - — Pb = 0 

de donde | 


De modo analogo, tomando momentos respecto al punto A 
S 3 obtiene 



p a 
l ' 


T.as reacciones en el caso de una viga apoyada con voladi 
zos —fig. 54 (c) — se calculan de iguai modo. 

En el caso de una mensula — fig. 54 ( 6 ) — la carga P se equili 
bra por los elementos de reaccion que actuan en el extremo em 
potrado. De las ecuaciones de la estatica SI = Oy S7=0, se 
deduce que la resultante de las fuerzas de reaccion debe ser vep 
tical e iguai a P. De la ecuacion de momentos 21 = 0 se sign* 
que el momento M\ de las fuerzas de reaccion respecto a A 
debe ser iguai a Pa y actuar, tal como indica la figura, en sen 
tido contrario al de las agujas del reloj. 

Las reacciones producidas por otro tipo de cargas sobre la 
tipos anteriores de vigas pueden calculate por procedimient 

analogo. . 

Debe significarse que solamente en el caso de vigas de gra* 

luz, tales como las que se emplean en puentes, se adoptan dis 

posiciones especiales que permr 
tan la fibre rotacion de los eX 
tremos y el fibre desplazamient 
del apoyo movil. En los casoj 
corrientes, de luces pequenal 
Fig 55 las condiciones de los apoyos sc9 

las representadas en la figura 51 
Durante la flexion de vigas tales, las fuerzas de rozamiento ento 
las superficies de apoyo y la viga se oponen a la rotacion y ms 
vimiento horizontal de los extremos de la viga. Estas fuerzl 
pueden tener importancia practice en el caso de vigas poco rig 
das y en el de pletinas (vease pag. 171); pero para una viga rig 
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da cuya deformacion es muy pequena comparada con su luz l, 
estas fuerzas pueden despreciarse y calcular las reacciones como 
en la viga simplemente apoyada — fig. 54 (a). 

20 . Momento flector y fuerza cortante. — Consideremos aho- 
ra una viga simplemente apoyada sobre la que actuan fuerzas 
verticales P lt P 2 J P 3 — fig- 56 (a ) — . Supondremos que la viga 
tiene un piano axial de simetria y que las cargas actuan en este 



piano. For esto, y debido a la simetria, deducimos que la flexidn 
acontece tambidn en este piano. En la mayoria de los casos prac- 
_ticos se cumple esta condicion de simetria, puesto que las seccio- 
nes mas usuales, circular, rectangular, I o T, lo son. El caso 
general, de seccion asimdtrica, se anafizara mas adelante (vease 
pagina 89). 

Para investigar las fatigas producidas en una viga durante: 
la flexion, se procede de modo analogo a lo realizado en el caso 
de una barra sometida a extension (fig. 1 ). Supongamos que la 
viga A B se divide en dos trozos por una seccion recta raw situa- 
da a la distancia x del apoyo izquierdo A ■ — fig. 56 (a ) — y que se 
prescinde del trozo situado a la derecha de la seccion. Para ana- 
lizar el equilibrio del trozo de la viga que conservamos — figu- 
ra 56 ( b ) — , debemos considerar no solamente las fuerzas exter- 
nas tales como las cargas P v P 2 y la reaccion R v sino tambien 
las fuerzas internas distribuidas sobre la seccion raw y- que re- 
presentan la accion del trozo de la viga a la derecha de la sec- 

Eesistsncia db materia les. — T. 1 


5 
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ci 6 n sobre el trozo de la izquierda. Estas fuerzas intern as deben 
ser tales que equilibren a las fuerzas exteriores anteriormente 
mencionadas P v P 2 y R v 

Todas estas fuerzas exteriores, por las condiciones de la est4- 
tica, pueden sustituirse por una fuerza vertical V que obra en el 
piano de la seccion mn y por el par M. El valor de la fuerza es 

v = e,—p 1 - 7 p 2 , («) 

y el valor del par es \ 

M = R^x — P 1 (x— c x )— P 2 (x — c 2 ). (b) 


La fuerza V es igual a la suma algebrica de las fuerzas ex- 
ternas situadas a la izquierda de la seccion mn y se denomina 
fuerza cortante en la seccion recta mn. El par M es igual a la 
suma algebrica de los momentos de las fuerzas exteriores si- 
tuadas a la izquierda de la seccion mn con relacidn al c. de g. de 
esta seccidn y se denomina momento flector en la seccion rec- 
ta mn fig. 56 (c) — . Las fatigas distribuidas sobre la seccion mn 

y que representan la accibn del trozo derecho de la viga sobre 
la portion izquierda, deben, por tanto, equilibrar el momento , 
flector M y la fuerza cortante V . 

Si sobre la viga actua una carga distribufda en lugar de va- 
rias concentradas, se puede utilizar el mismo razonamiento. 
Sea, por ejemplo, la viga de la figura 57 (a) cargada de modo 

uniforme. Representando la *. 

x | intensidad de la carga o carga 

Fi 1 1 1 1 11 1 1 i I'l 1TTT , 1 1 1 rm 1 * por unidad de longitud por q, 

las reacciones seran 


I I III I I 1. 

«! 


R l = R i = 


Para investigar la distri- 
Fiq 67 bucion de fatigas sobre una 

seccibn mn, consideraremoa 
nuevamente el equilibrio del trozo izquierdo de la viga — figu- 

ra 57 ff,) . Las fuerzas exteriores que actuan sobre esa porcibn 

de la viga son la reaccibn R, y la carga uniformemente distri- 
buida a lo largo de la longitud a;. Esta ultima carga tiene una 
resultante igual a qx. La suma algebrica de todas las fuerzas al 
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1 . izouierda de la seccion mn es, por consigoiente, R, —qx. La 
’ algebrica de los momentos de todas las fuerza, situadas 
. la izquierda de la secci 6 n >»« con relacion a su c de g. se ob- 
flene restimdo del momento B,x de la K.ccibn el momento de 

la resultante de la carga distribuida. , 

El momento de la carga distribuida es evidentemente igual a, 

x qx 2 

«* x rT 

Por consiguiente, la suma algebrica de los momentos sera: 


Todas las fuerzas que obran sobre el trozo izquierdo de la 
viga pueden reemplazarse por una fuerza que obra en el piano, 
de la seccion mn igual a 

7 = = (C) 

unida a un par igual a 

M=RiX ^ = «j ( l-x). (d) 


Las expresiones (c) y (d) representan, respectivamente la 
fuerza cortante y el momento flector en la seccion mn. En los 
ejemplos anteriores hemos considerado el equili rio e roz 
de la viga situado a la izquierda de la seccion considerada. S. en 
lugar del trozo izquierdo se conserva el derecho, la suma a ge- 
brica de las fuerzas a la derecha de la seccion y la suma alge- 
brica de los momentos de estas fuerzas tendran los mismos va- 
lores V y M que anteriormente, pero seran de sentido opuesto. 
Esto es debido a que las cargas que obran sobre una viga junto 
con las reacciones R 1 y R-i representan un sistema de fuerzas en 
equilibrio y, por tanto, su suma algebrica y la de sus momentos 
con relacion a cualquier punto de su piano debe ser nula. Por 
consiguiente, el momento de las fuerzas que actuan sobre el 
trozo izquierdo de la viga con relacion al c. de g. de la seccion 
recta mn debe ser igual y opuesto al momento con re aci n a 
mismo punto de las fuerzas que obran sobre el trozo do la viga 
Bituado a la derecha de la seccion. Tambien la suma algebrica 
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de las fuerzas que actuan sobre el trozo izquierdo debe ser igual 
y opuesta a la suma alg4brica de las fuerzas que actuan. sobre , 
el trozo dereeho. 

En lo que sigue, el momento Sector y la fuerza cortante en 
una seccion recta ran se tomaran positivos si considerando el tro-, 
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zo de viga a la izquierda de la seccion las direcciones obtenidaS 
son las de la Sgura 57 (c) . Para materializar esta regia del signo 
del momento Sector, aislemos un elemento de la viga por dos 
secciones adyacentes mn, m x n x (6g. 58). Si el momento Sector 
en estas secciones es positivo, las fuerzas a la izquierda de la 
seccion mn dan un momento en el sentido de las agujas del re- 
loj y las fuerzas a la derecha de la seccion m x n x un momento 
en sentido contrario al de las agujas del reloj, tal como indica 
la Sgura 58 (a). Por este sentido de los momentos, al Sexarse la 

viga, resulta convexa por debajo. 

_ m m,_ _m n_ Si los momentos Sectores en las sec- 

| 1 ^ ciones mn y m 1 n l son negativos, la 

^ J eonvex idad se produce hacia arri- 

~ n n, n n, ha, tal como indica la Sgura 58 ( b ). 

(+) (-) Por consiguiente, en aquellos trozos 

(a) Q>) de una viga para los que el momen- 

Fig. 69 to Sector es positivo, la elastica o 

curva de Sexion es convexa hacia 
abajo, mientras que en los trozos donde el momento Sector es 
negativo dicha elastica es convexa hacia arriba. 

La regia de los signos para fuerzas cortantes se materializa 
en la Sgura 59. 

21. Relacidn entre el momento f lector y la fuerza cortante.— 

Consideremos un elemento de una viga separado por dos seo- 
ciones adyacentes mn y separadas una distancia dx (6gu« 
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ra 60). Suponiendo positivos el momento Sector y la fuerza cor- 
tante en la seccion mn, la accion del trozo izquierdo de la viga 
sobre el elemento esta representado por la fuerza F y el par M, 
tal como indica la Sgura 60 (a). Del mismo modo, suponiendo 
que en la seccion m l n 1 son tambien positivos el momento Sec- 



n n, 


(cJ 

Fig. 60 



tor y la fuerza cortante, la accion del trozo dereeho de la viga 
sobre el elemento esta representado por el par y la fuerza indi- 
cados. Si no actuan fuerzas sobre la viga entre las secciones 
mn y m r n l — 6g. 60 (a) — , las fuerzas cortantes en las dos seo- 
ciones son iguales 1 . 

Examinando los momentos Sectores, se ve que para el equi- 
librio del elemento es preciso que los momentos Sectores no sean 
iguales y que el incremento dM del momento Sector iguale al 
par que representan las dos fuerzas opuesta3 V; es decir, 

dM — Vdx 


y 


dx 


(50) 


Por consiguiente, para trozos de una viga entre cargas la 
fuerza cortante es la derivada del momento Sector respecto de x. 

Consideremos ahora el caso en que una carga distribuida de 
mtensidad q actua entre las secciones mn y — 6g. 60 (6). 



1 El peso del elemento do !a viga se desprecia en este analisis. 
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La carga total que actua sobre el elemento es qdx. Si con- 
sideramos positiva q cuando la carga actua hacia abajo, del 
equilibrio del elemento se deduce que la luerza cortante en la 
seccidn m-ji^ difiere de la existente en mn en la cantidad 

dV = — qdx, 

de donde se deduce que 

^=-<7. (51) 

dx 


Por consiguiente, la derivada de la fuerza cortante respecto 
a a; es igual a la intensidad de la carga con signo negativo. 

Tomando el momento de todas las fuerzas que actuan sobre 
el elemento se obtiene 

dec 

dM = Vdx — qdx X — • 


Despreciando el segundo t^rmino del segundo miembro, por 
ser una cantidad de segundo orden, se obtiene de nuevo la ecua- 
cion (50) y se deduce que tambi6n en el caso de carga distribuida 
la fuerza cortante es la derivada del momento Sector respecto a x. 

Si entre las secciones adyacentes mn y m 1 n l actua una carga 
concentrada P —fig. 60 (c)— , se presentara un salto brusco en 
el valor de la fuerza cortante. Sea V la fuerza cortante en la sec- 
cion mn y F, la correspondiente a la seccion m Y n v 

Del equilibrio del elemento wmqnpi, se deduce 

F t = F — P. 

Por consiguiente, el valor de la fuerza cortante varia en la 
cantidad P al pasar por el punto de aplicacion de la carga. 
De la ecuacion (50) se deduce que en el punto de aplicacion de 
una carga concentrada se presenta un salto brusco en el valor 
de la derivada 

dM 


22. Diagramas del momento flector y de la fuerza cor- 
tante.— En el articulo anterior se ha visto que las fatigas que« 
actuan sobre una seccion mn de una viga equilibran el moment^ 
flector M y la fuerza cortante F correspondientes a dicha seo- 


FUERZA CORTANTE Y MOMENTO FLECTOR 


71 


ci«5n Por tanto, de estos valores dependen los de las fatigas. 
Para simplificar el estudio de las fatigas en una viga es conve- 
niente representar de modo grafico la variacion del momento 
flector y de la fuerza cortante a lo largo del eje de la viga. En 
esta representacion las abscisas indican la posicion de la seccion 
y las ordenadas los valores del momento flector y de la fuerza 
cortante, respectivamente, que actuan sobre la seccion, tornan- 



(c) 

Fig. 61 



dose los valores positivos sobre el eje horizontal y los ne-ativos 
por debajo. Estas representaciones graficas se denominan dia- 
gramas del momento flector y de la fuerza cortante, respectiva- 
mente. Consideremos, por ejemplo, una viga simplemente apo- 
yada solicitada por una carga aislada P (fig. 61) 1 . Las reaccio- 
nes en este caso son 


Pi 


P6 

1 


y 



Tomando una seccion mn a la izquierda de P, se deduce 
que para ella 

V = — y M = — x. (a) 


1 Por sencillez se omiten los rodillos en los apoyos mdviles de 
''Sta figura y siguientes. 
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La fuerza cortante y el momento fleeter tienen el nnsmo 
sentido que los de las figuras 58 (a) y 59 (a) y son, por con S1 - 
guiente, positivos. Se ve que la fuerza cortante permanece cons- 
tante a lo largo del trozo de viga situado a la izquierda de la . 
car^a y que el momento flector varla proporcionalmente a x. 
Para x = 0 el momento es nulo, y para x = a, es decir, para la - 

seccidn de aplicacion de la carga, el momento vale -y. Los 

trozos correspondientes de los diagramas de fuerza cortante y 
momento flector se ven en las figuras 61 ( b ) y 61 (c) respectiva- 
mente, y son las lineas ac y 8,0,. Para una seccion situada a la 
derecha de la carga. se tiene 




M = — x — P (x — a), 



donde a: es siempre la distancia al extremo izquierdo de la viga. 
La fuerza cortante para este trozo de la viga permanece cons- 
tante y negativa. En la figura 61 (61 esta fuerza esta representa- 
da por la linea c'b paralela al eje as. El momento flector es una 

funcion lineal de a; que para as = a vale -y y que para x-l 

es nula. Es siempre positive y su variacion a lo largo de la parte 
de viga a la derecha de la carga esta representada por la hnea 
recta c,6. Las lineas quebradas acc'b yc^A de las figuras 61 (6) 
y 61 (c) representan, respectivamente, los diagramas de fuerza 
cortante y momento flector para toda la longitud de la viga. 

En el punto de aplicacion de la carga P se presenta un salto : 

brusco en el valor de la fuerza cortante desde el positive -y aJ . 


negativo 


y un cambio brusco en el coeficiente angular de 


la tangente al diagrama del momento flector. 

Al deducir las expresiones (6) para la fuerza cortan e y 
momento flector, se ha considerado el trozo izquierdo de la viga 
sobre el que actuan dos fuerzas B, y P. Mas sencillo es en este 
cast, considerar el trozo de la viga a la derecha de la seccidn 

sobre el que actua unicamente la reaccion y- Siguiendo es 
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procedimiento y utilizando la regia de 
figuras 58 y 59, se ob tiene 


los signos indicada en las 


Fa n 

T <'-*>• 


Las expresiones (6) anteriormente obtenidas pueden tam- 
bi6n ponerse en esta forma, si se observa que a — l — 6. 

Es interesante notar que el diagrama de fuerza cortante se 
compone de dos rectangulos cuyas areas son iguales. 

Teniendo en cuenta el signo opuesto de dichas areas, se de- 
duce que el area total del diagrama de fuerza cortante es nula. 
Este resuitado no es casual. Integrando (50), sale 


donde los limites A y B indican que la integration se toma a 
lo largo de la longitud de la viga, desde el extremo A al extre- 
mo B. El segundo miembro de (d) representa ei area total del 
diagrama de fuerza cortante. El primer miembro de la misma 
ecuacion da, despuds de integrar, la diferencia M K — M A de los 
moment os flectores en los extremos B y A. En el caso de una 
viga simplemente apoyada, los momentos en los extremos son 
nulos y, por tanto, tambien el area total del diagrama de fuerza 
cortante. Si sobre la viga actuan varias cargas (fig. 62), se di- 
vide en varios trozos y las expresiones de F y M deben esta- 
blecerse para cada uno de ellos. Midiendo x desde el extremo 
izquierdo de la viga y tomando x < a v se obtiene para el pri- 
mer trozo de la viga 


V = R, 


M — R^x. 


Para el segundo trozo de la viga, es decir, para a, < x < a 2 , 
se obtiene 

P = -R, — P, y M = R x x — P x (x — oq). (/) 

Para el tercer trozo de la viga, es decir, para a 2 < x < a 3 , 
es mas sencillo considerar el trozo de la derecha que el de la 
izquierda. De este modo, sale 

P=-(A-P S ) y M = — *)— P 3 (l-x-b 3 ). (g) 
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Einalmente, para el ultimo trozo de la viga se tiene 

V = — i? 2 , M = P 2 (Z— *). (A); 

Por las expresiones (e) a (A) se ve que en cada trozo de la 
viga la fuerza cortante tiene la forma indicada en la figura 62 (b). 
El momento Hector en cada trozo de la viga es una funcibn 
lineal de x y y por ello el diagrama correspondiente esta formado 



(c) 

Fig. 62 


por lfneas rectas inclinadas. Para el trazado de estas lineas se 
ve que (e) y ( h ), para los extremos x = 0 y x = l, dan valorem 
nulos. Los momentos en los puntos de aplicacion de las cargas 
se obtienen substituyendo en las expresiones (e), (/) y (h), x = a u 
x = a 2 y x — a, j> respectivamente. De este modo se obtienen, 
para dichos momentos los valores 

M — E l a v M = — Px(a 2 — «i)> 7 M = P 2 & 3 . 

Mediante estos valores puede trazarse facilmente el diagram 
de momentos flectores — fig. 62 (c). J 

En las aplicaciones es importante encontrar las seccion , 
para las que el momento Sector toma su valor maximo o mi 
nimo. En el caso considerado (fig. 62), el momento flector maxi 
mo acontece bajo la carga P,. A esta carga corresponde en _ 
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diagrama de momento flector el punto d t , en el que la inclina- 
tion del diagrama cambia de signo. Segun la ecuaeion (50), esta 
inclination es igual a la fuerza cortante. Por consiguiente, el 
momento flector toma sus valores minimos o maximos en las 
secciones para los que la fuerza cortante cambia de signo. Si, 
moviendonos a lo largo del eje x, la fuerza cortante cambia de un 



* A 


Fig. 63 

valor positivo a otro negativo como en la seccidn de aplicacidn 
de la carga P 2 (fig. 62), la pendiente en el diagrama de momento 
flector cambia tambien de positiva a negativa. De aqui se de-, 
duce que en esta seccion se presenta el momento flector m&ximo.! 
Si V cambia de negativa a positiva, indica que a la seccion le) 
corresponde un momento flector minimo. En el caso general, elj 
diagrama de fuerza cortante puede cortar al eje horizontal en va-i 
rios puntos. A cada punto de intersection le corresponde un maxi-| 
mo o un minimo en el diagrama del momento flector. Los valores 
nuinericos de todos estos maximos y minimos deben calcularse 
para encontrar el mayor de todos, numericamente considerado. 

Consideremos ahora el caso de una carga uniformemente dis- 
tribuida (fig. 63). Por lo expuesto anteriormente (pag. 67), tene- 
mos que para una seccion a distancia x del apoyo izquierdo 

F = <?(^ — xj y M = ^(l—x). (i) 

Se ve que el diagrama de fuerza cortante consiste, en este caso, 
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en una linca recta inclinada, cuyas ordenadas para x — ft y 
x — l son — y — respectivamente — fig. 63 ( b ) — . De la 

2 2i 

expresion (i) se deduce que el diagrama del momento flector es 
en este caso una curva parabolica, cuyo eje es vertical y pasa 1 
por el centro del vano —fig. 63 (c) — . Los momentos en los apoyos, ; 
es decir, para x — 0 y x = l, son nulos, y el valor maxim o del 
momento acontece en el centro de la luz, alii donde la fuerza 
cortante cambia de signo. Este maximo se obtiene pcniendo. 

x = - en la expresion (i), lo que da 
2 

qP 

— g - * 

Si la carga uniforme cubre solo una parte de la luz (fig. 64), , 
podemos consider ar tres trozos de la viga de longitudes a, by c. 



Para la determinacion de las reacciones R 1 y R% substituire-: 
mos la carga uniformemente repartida por su resultante qb. De 
las ecuaciones de momentos de la estatica, con relacion a 
y A, se obtiene 


*.= t( c + 


R, = q - ( a + 
X 




La fuerza cortante y el momento flector para el trozo iz- 
quierdo de la viga (0 < x < a) son 

V = -R, y M = U{x (?) 

Para una seccidn mn, tomada en el trozo cargado de la viga, 
la fuerza cortante se obtiene restando la carga q(x — a), a la 
izquierda, de la reaccion R v El momento flector en la misma 
seccion se obtiene restando el momento de la carga a la izquier- 
da de la seccion, del momento de la reaccion £ v De esta forma 
encontramos 

V = — q(x — a) y M = R 7 x — q (x — a) X (k) 

li 

Para el trozo derecho de la viga, considerando las fuerzas a 
la derecha de la seccion, se tiene 

v = — b 2 y M = R S — x )- ^ 

Mediante las expresiones (?'), (k) y ( l ) los diagramas de fuerza 
cortante y momento flector pueden construirse con facilidad. El 
diagrama de fuerza cortante — fig. 64 (b) consta de los trozos 
horizontales a,Cj y dyb u correspondientes a las partes descarga- 
das de la viga y de la linea inclinada c x d v que se refiere al trozo 
cargado uniformemente. El diagrama del momento flector figu- 
ra 64 (c) — consta de las dos lineas inclinadas u 2 c 2 y b^d^, corres- 
pondientes a los trozos descargados y de la curva parabolica 
c 2 d 0 , de eje vertical, afecta a la parte cargada de la viga. El 
momento flector maximo se presenta en el punto e 2 , correspon- 
diente al e v donde la fuerza cortante cambia de signo. En los 
puntos c 2 y d t la parabola es tangente a las lineas inclinadas cr 2 c 2 
y d 2 b 2 , respectivamente. Elio se deduce del hecho de que en los 
puntos Cj y d x del diagrama de fuerza cortante no existe cambio 
brusco en el valor de diclia fuerza cortante; por consiguiente, 
en virtud de la ecuacion (50), no puede presentarse cambio 
brusco en el valor de la pendiente del diagrama del momento 
flector en los puntos correspondientes c 2 y d 2 . 

En el caso de una mensula (fig. 65) se ernplea el mismo m6- 
todo para construir los diagramas de tuerza cortante y momento 
flector. Midiendo x desde el extremo izauierdo de la viga, y 
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considerando el trozo a la izquierda de la carga P 2 (0 < x < a), 
se obtiene 

V= — Pj y if= — P x x. | 

El signo menos de estas expresiones result a de la regia de 

los signos indicados en las figu- 1 

\1 . ]l_ t ras 58 ( b ) y 59 (6). Para el trozo 

— I — g %. x a la derecha de dicha carga ; 

L / Jy i a<x < l) se tiene 

V = — r i *2 

? H y 

^ M = —B x x — B % {x — a). 

' Los diagram as correspon- 
ds?! C ’ dientes de fuerza cortante y mo- 

— | — mento flector so ven en las figu- 

~ — ras 65 ( b ) y 65 (c). El area total 
(c) del diagrama de fuerza cortante 

„ „ no es nula en este caso y vale 

_ P x l — I\b, que es lo que vale 
el momento flector M en el extremo B de la viga. El diagrama 
del momento flector consta de las dos llneas inclinadas a 2 c 2 
y c 2 6 2 , cuyas pendientes son iguales a los valores de la fuerza 
cortante en los trozos correspondientes de la mensula. El mo-, 
mento flector maximo, en valor 

numerico, acontece en el extre- ^UJILLL JJ-LL J 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 I UI ^ 

mo empotrado B de la viga. ~ * ; 

Si una mensula sufre una car- . 

ga uniforme (fig. 66), la fuerza <-f ql 

cortante y el momento flector, a ' 

la distancia x de su extremo iz- I. , 

quierdo, son I i. 

y ------ q* f / 

y <c) x * 


n i ii i nli 1 1 1 1 ii 1 1 1 1 1 1 1 1 1 rimt 

X J" 


B 

t " 

o — 

L — 

(») 

(-1 

— n 


M — — qx X - — ■ 
2 


'•U 

El diagrama de fuerza cor- Fig. 66 4 

tante es la recta inclinada ab, y 

el del momento flector la parabola a 1 b v de eje vertical y t 
gente al eje horizontal en a v punto en que la fuerza eor 
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es nula. El momento flector maximo en valor numerico, asf 
como la fuerza cortante maxima, aeonteeen en el extremo B 
de la viga. Si sobre la viga actuan simultaneamente cargas con- 
centradas y distribuidas, es conveniente dibujar por separado 
los diagramas correspondientes a cada clase de cargas, y obte- 
ner los valores totales de V o M , para cua quier seccion, suman- 
do las ordenadas correspondientes a los dos diagramas parciales. 
Si, por ejemplo, tenemos las cargas concentradas P v P 2 y P 3 
(figura 62) simultaneamente con una carga uniforme (fig. 63), el 
momento flector para cualquier seccidn se obtiene sumando las 
ordenadas correspondientes de los diagramas representados en 
las figuras 62 (c) y 63 (c). 

Problemas 

1. Dibujar, aproximadomente, a escala, log diagramas de fuerza 
cortante y momento flector correspondientes a las vigas de la figura 67. 
Acotar en dichos diagramas los valores maximos tanto positivos como 
negativos de la fuerza cortante y del momento flector. 



Fig. 67 

% i Resolver las mismas cuestiones del problema anterior para las 

■l vigas de la figura 68. 

3 - Una mensula solicitada por una carga total W distribuida de 
modo que aumente uniformemente desde cero, en el extremo izquier- 
. do, del modo que indiea la recta inclinada A C — -fig. 69 (o) — , esta empo- 
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It \ 

II; 


I 1 


*1 


>1 


trada en ol extremo deieclio. Dibujar los diagramas de fuerza cortante 
y momento flector. 

Solucidn: La fuerza cortante en la seccidn mn a distancia x del 
extremo izquierdo de la mAnsula ea numAricamente igual a la parte 



Fig. 68 


de carga rayada. Puesto que la carga total vale TP y estA representada 

Wx 1 

por el triAngulo ACB, la parte rayada es g- . Por la regia de ioa aig- 
noa anteriormente adoptada (fig. 69), se obtiene 



Fig. 69 



El diagrama de fuerza cortante eat*, 
represen tado en la figura 69 (6) por le 
parAbola ab de eje vertical que pasa poi 
el punto a. El momento flector en la se® 
ciAn mn se obtiene toroando el moment# 
de la parte de carga rayada respectQ 
al C de 0 de la secciAn mn. Por tanto. 


M = -Wj, x r 


Este momento esta representado pea 
la curva cqfe, en la figura 69 (c). 

4. Una viga de longitud l apoyadl 
uniformemente en toda su longitud so 
porta en los extremos dos cargas igua 
les P (fig. 70). Dibujar los diagramas d 
fuerza cortante y momento flector. 

6. Una viga de longitud l apoyad 
uniformemente en toda su longitud sopof 


ta en su centro una carga concentrada P — 500 kg. (fig. 71). Hallar 
momento flector mAximo en valor numArico. Dibujar los diagramas C 


fuerza cortante y momento flector. 

6. Una viga simplemente apoyada de longitud l soporta una call 
total W distribufda de modo que su iutensidad crece, tal como indi* 
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la figura 72 (o), desde cero, en el extremo izquierdo. Dibujar a escala los 
diagramas de fuerza cortante y momento flector si TP = 6.000 kg. y 
l = 7,20 m. 

, P | P \500* 9 

l r* USOm >«Om H 


Fig. 71 



Fig. 70 


Solucidn: Las reacciones en los apoyos son, en este caso. 


2.000 kg. 


4.000 kg. 


La fuerza cortante en la secci6n mn se obtiene restando la parte rayada 
de la carga de la reacciAn R,. Por tanto, 


*(}-$)• 


El diagrama de fuerza cortante es la curva parab61ica acb de la 
figura 72 (6). El momento flector ^^-'1 

en la secciAn mn es " * * 

M = R x x — W ^ x | *' 

= g Wx j ! 7* / * L / U 

a 

Este momento esta represen- [I (a ' , 

tado por la curva OjCjfe, de la '/jtvl n. 

figura 72 (c). El momento flector ' — 

maximo acontece en c lt donde la I*. J N. 

fuerza cortante cambia de signo y Z/tff 

, , l Of \ 

donde x = ~7= ■ \ 

T Vd . \] 

7. Una viga simplemente apo- . — '-\ — ^ » 

yada A B soporta una carga dis- s' \ 

tribuida, cuya intensidad esta re- / \ 

presen tada por la linea ACB (fi- / \ 

gura 73). Hallar las expresiones a, k, 

de la fuerza cortante y del mo- (c) 

mento flector en la secciAn mn. Fig. 72 

Solucion : Suponiendo a la car- 
ga total TP aplicada en el C de O del triAngulo ACB, las reacciones en 


apoyos son: 


Pi = TP 
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La carga total se divide en dos partes representadas por los tri 


guios ACID y (J BD, de valores —y— y ~j~< respectivamente. La parte 



yada de carga vale W j x \ = W La fuerza cortante y el momen 
flector en mn seran, por consiguiente, 
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De modo an&logo se deducen la fuerza cortante y el momento 
tor para una secci6n corrospondiente al trozo L> B de la viga. 

8. Hallar M mix en el problema anterior si l = 3,60 m. 6 = 0,90 
W = 6.000 kg. 
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R: fspue.sta : 

= 3.360 m, kg. 

9. Dibujar a escala aproximada los diagramas de fuerza cortante 
y momento flector y acotar en ellos los valores maximos positivos y 
ncgativos para las vigas con voladizos de Ja figura 74. 

Solucidn: En el caso de la figura 74 (a) las reacciones son 335 kg. y 
1.665 kg. La fuerza cortante en el trozo izquierdo de la viga es V — 335 

— 60 x. Esta representada en la figura por la linea inclinada ab. La 
fuerza cortante para el trozo derecho de la viga se encuentra como en 
el caso de una m^nsula y esta representada por la recta inclinada b'c. 

El momento flector para el trozo izquierdo de la viga es M = 335x 

QJ 2 

— 60 . Esta representado por la parabola a 1 e 1 6 1 . El momento maximo 

acontece en e„ punto correspondiente al e, en el que la fuerza cortante 
cambia de signo. El diagrama del momento flector para el trozo de la 



Fig. 75 


derecba es analogo al de una mensula y est& representado por la para- 
bola b l c l , tangente en c,. 

10. Una viga con dos voladizos iguales (fig. 75) sufre una carga 
uniformemente distnbuida y tiene una longitud l. Hallar la distancia d 
entre los apoyos para la que el momento flector en el centro de la viga 
es numericamente igual a los momentos en los apoyos. Dibujar los 
diagramas de fuerza cortante y momento flector para este caso. 
lie. sputa la ; 

d = 0.5861. 




CAPITULO IV 
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23. Flexidn pura de barras prism&ticas.— Una barra pris- . 
matica sometida a la accion de pares iguales y opuestos en sus 
extremos, se dice que esta solicitada a flexion pura. La parte 
central CD de la- barra A B (fig. 76) esta sometida a una solici- 
; tacion de este tipo. La magni- 

jP [”* P |* °~* tU( l Pa del par que produce la 

' c~ ' a (a) 0 ^ flexion se llama momento flec- 

* J P tor. Considerando la seccion 

[ P mn, y quedandonos con la par- 

| (b) —I / te izquierda de la barra, se de- 

' duce que para el equilibrio es i 

Fig. 76 necesario que las fuerzas in- ? 

ternas distribufdas en la sec- 
oi6n mn, y que representan las acciones en dicha seccion de la 
parte de la barra situada a su derecha, sean estaticamente equi- 
valentes a un momento M igual y opuesto al momento flee- i 
tor Pa. Para encontrar la distribution de estas fuerzas internas r 
consideraremos la deformacion de la barra. En el caso sencillo i 
de una barra que tenga un piano longitudinal de simetrfa, y 
cuando los pares flectores actuan en este piano, la flexion ten- 
dr& lugar en dicho piano. Si la barra es de seccidn rectan- 
gular y se trazan dos lineas verticales mm y pp en sus iados, ■ 
los ensayos experimentales realizados han hecho ver que di- 
chas lineas permanecen rectas durante la flexidn y giran hastai' 
quedar perpendiculares a las fibras longitudinales de la barra 
(figura 77). La teoria que vamos a exponer de la flexion se basa 
en la hipdtesis de que no solamente las lineas, tales como 
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permanecen rectas, sino que toda la seccion transversal de la 
barra, primitivamente plana, queda plana y normal a las fibras 
longitudinales de la barra despues de la flexion. Los ensayos 
realizados han dado resultados concordantes con los obtenidos 
desarrollando la teoria, basada en aquella hipotesis, en lo con- 
cermente a la flexion de la barra y a la deformacion de las 
fibras longitudinales. De la hipotesis anterior se deduce que du- 



Fio. 77 


rante la flexi6n las secciones mm y pp giran, una respecto a 
otra, alrededor de ejes perpendiculares al piano de flexion, de 
tal modo que las fibras longitudinales del lado convexo sufren 
extension, y compresion las del lado concavo. La linea nn x es 
la traza sobre el piano de la figura de la superficie cuyas fibras 
no sufren deformacion durante la flexidn. Esta superficie se 
llama superficie neutra, y su interseccion con cualquier seccion 
recta de la barra se denomina linea neutra. 

El alargamiento s's-^ de cualquier fibra situada a una dis- 
tancia y de la superficie neutra se obtiene trazando la lfnea /qs, , 
paralela a mm — fig. 77 (a) — . Representando por r el radio de 
curvatura del eje de la barra despuds de la flexion 1 , y usando la 
semejanza de los triangulos non x y spies’, el alargamiento uni- 
tario de la fibra sP sera 
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Re ve, por tanto, que la deformacion unitaria en eada fibra 
longitudinal es proporcional a su distancia a la superficie neu- 
tra, e inversamente proporcional al radio de curvatura. 

Los ensayos realizados han puesto de manifiesto que la ex- 
tensidn de las fibras del lado convexo de la barra viene acorn- 
panada de una contraccion lateral, y la contraccion longitudinal 
del lado concavo de una expansion lateral, tal como en el caso 
de extension o compresion simple (vease articulo 14). Esto Gam- 
bia la forma de todas las secciones rectas. Los lados verticales 
de la seccion rectangular se inclinan tal como mdica la tigu- 
ra 77 (6). La deformacion unitaria en sentido lateral es 

^ < 53 > 

donde p. es el mddulo de Poisson. 

Debido a esta distorsion todas las lineas rectas situadas en 
la seccion recta y paralelas al eje z se transforman en curvas 

normales a los lados de la seccion. _ 

Su radio de curvatura R sera mayor que r y estara con 61 
en la misma relacion que e, y (vdase ecuacion 53); por tanto, 

R= l -f. («*) 

La fatiga en las fibras longitudinals, deducida de la ley de 
Hooke, es 



La distribution de estas fatigas se ve en la figura 78 La 
fatiga en cualquier fibra es proporcional a su distancia al eje 
neutro nn. La posicidn del eje neutro y el valor del radio de 
curvatura r pueden determinarse por la condicion de que las 
fuerzas ligadas a la seccion determinen un par resistente que 

equilibre al par exterior M (fig. 76). 

Sea dA el area de un elemento de una seccion recta e y su 
distancia al eje neutro (fig. 78). La fuerza ligada a este area 
elemental es el producto del area por la fatiga (ecuacion 55), es 
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actua sobre la seccidn recta equivale a un par, la resultante de 
dichas fuerzas sera cero, y tendremos 



es decir, el momento estatico del area de la seccidn recta con 
relacion al eje neutro es cero, o, lo que es lo mismo, la linea 
neutra pasa por el centro de gra- 
vedad de la seccion. 

El momento de la fuerfca liga- 
da al elemento antes dicho, respec- 

to a la linea neutra, es — ^ dAy. 

Sumando todos los momentos 
de las fuerzas ligadas a la seccion 
recta de la barra, y escribiendo 
que el resultado es igual al mo- 
mento M de las fuerzas exteriores, se tendra la siguiente ecua- 
cion, que sirve para determinar el radio de curvatura; 




- y 2 dA = — ' = M o 

r r 


1 _ M 
r~ El 


(56) 


en la eual I z = f yHA es el momento de inercia de la seccion 
recta con relacion al eje neutro z (vease Apendice, pag. 335). En 
la ecuacion (56) se ve que la curvatura varia en proporcion 
directa con el momento Sector, e inversa respecto a la canti- 
dad EI Z , que por esto se denomina rigidez a la flexion de- la 
barra. Eliminando r entre las ecuaciones (55) y (56), se obtiene 
la expresion siguiente para la fatiga: 



El analisis precedente se ha hecho para una seccion rectan- 
gular. Es valido tambien para el caso de una barra de cualquier 
tipo, de seccidn recta, que tenga un piano longitudinal de sime- 
tria y este solicitado a flexion por pares que actuen en sus ex- 
tremos y obren en este piano, puesto que en tal caso la flexioD 
de la barra se presents en dicho piano, y las secciones rectas, 



88 


resistencia de materiales 


primitivamente planas y normales al eje de la barra, quedan 
planas y normales a las libras longitudinales despues de la 
flexion. 

En la ecuacidn (57), M es positivo cuando produce una fle- 
xion como la de la figura 77; y es positiva hacia abajo. 

Un signo negativo para a x indica, segun sabemos, una fatiga 
de compresion. 

Las fatigas maximas de compresidn y extension se presen- 
tan en las fibras mas alejadas de la linea neutra, y para la sec- 
cion rectangular, o cualquier otra forma de seccion que tenga 
el centro de gravedad a la mitad de la altura o canto de la 

h 

viga h, en que y m ix — valen 


Mh . , Mh 

(Px)w*x — " > y (®*)mtn — „ J * 

2 l t ^ 

Para simplificar se acostumbra a usar la anotacidn 


y entonces 



(°x)m4x — 


M 

Z’ 



( 58 ) 

m 

( 60 ) 


La cantidad Z se denomina mddulo o momento resistente d<( 
la seccion. En el caso de una seccion rectangular — fig. 77 (6)— 
se tiene 


- 

~ 12 ’ 



Para una seccidn circular de diametro d, 

I _ 7 id*. g Ttdfi' 

* = ~64’ ~ 32* i 

Para las diversas formas de perfiles, I, d, etc., los diierea 
tes valores de I z y Z estan tabulados en los manuales y catalogo* 
Cuando el centro de gravedad de la seccion recta no est£ I 
la mitad de la' altura de la viga, como, por ejemplo, en el caa 
de una viga en T, si h 1 y h t representan las distancias de la linei 
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neutra a las fibras mis alejadas hacia abajo y hacia amba, las 
fatigas maximas para un momento M positivo seran 


( CT x)m — 


■*1 



Los antenores razonamientos y consecuencias se han hecho 
ten la hipotesis de que la barra tuviese un piano longitudinal de 
simetria en el cual actuasen los momentos flectores; sin embar- 



Fig. 79 


go, los resultados pueden aplicarse tambi^n cuando dicho piano 
no existe, con tal de que los pares de flexion actuen en un piano 
axial que contenga uno de los dos ejes principals de la seccion 
recta (vease Apdndice, p&g. 844). Estos pianos se denominan 
pianos principales de flexion. 

Cuando hay un piano de simetria y los pares de flexion ao- 
tuan en este piano, la flexion se presenta en el. El momento de 
las fuerzas interiores, tales como las que muestra la figura 78, 
respecto al eje horizontal, equilibra al par de las fuerzas exte- 
riores. 

Los momentos de dichas fuerzas interiores, respecto al eje 
vertical, se anulan unos con otros, debido a que los momentos 
de las fuerzas a un lado del eje son exactamente equihbrados 
por los momentos de las fuerzas correspondientes del otro lado. 
■ Cuando no hay piano de simetria, pero los pares flectores 
actiian en un piano axial que pasa por uno de los ejes principa- 
les de la seccion, xy en la figura 79, una distribucion de fatigas 
f. que sigue la ley de la eeuacion (56) satisface a las condiciones 

• ' de equilibrio. Esta distribucion da, segun se ha visto, un par 
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alrededor del eje horizontal (eje principal z) que equilibra al 
par exterior. Alrededor del otro eje principal y , el momento 
resultante vale 




Ey , . E 
z — dA — — 
r r . 


E*ta integral es el producto de inercia de la seccidn recta (v^ase 
Apdndice, pag. 341), y es cero si y y z son los ejes principals 
de la seccion. 

En nuestro caso asi se verifica y, por tanto, las condiciones 
de equilibrio quedan satisfechas. 

Problemas 

1. Determinar la fatiga maxima en un eje de locomotora (fig. 80) 
.p ^ p si c — 35 cm., el diametro d del eje 

| ^ Y - - | es 25 cm. y la carga P en el extremo 

tc’ I Ml t b d au i 3 nno to r 


y - ~~ i'*"' ft [ es 25 cm. y la carga P en el extremo 

Ec*j es 13.000 kg. 

l0 Solution: El momento flector que 

Fig. 80 actua en la parte media del eje es 

M = P X c =» 13.000 X 35 kg. X cm. 
La fatiga maxima por la ecuacidn (60) es 


M 32 . M 32 x 13.000 x 35 
Z = t id 3 — 7t x 25* 


300 kg./cm.* 


2. Determinar el radio de curvatura r y la flecha del eje del pro- 
blema anterior si el material es acero y la distancia entre los centros 
de los apoyos es 150 cm. 

Solution: El radio de curvatura r se determina por la ecuaeion (55), 
sustituyendo y = - = 12,5 cm. y n m , ix = 300 kg./cm.* 


Ed 


2 x 10* x 25 
2 x 300 


i 833 m. 


Para calcular S (fig. 80), se tendra en cuenta que la curva de fie- 
xi6n es un circulo de radio r y TFB es un cateto del tri&ngulo rectan- 
gulo DOB, en el que O es el centro de curvatura. Por tanto, 

DB" 1 = r * — (r — 8)* = 2 rS — 8*. 

8 es muy pequeno comparado con el radio r y la cantidad 8* puede des- 
preciarse en la expresion anterior, de este mode: 


8 x 83,300 


- 0,0337 cm, 
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3. Una viga de madera de seccion cuadrada de 25 X 25 cm. esta 
apoyada en A y B (fig. 80), y en sus extremes se aplican las cargas P. 
Determinar el valor de P y la flecha 8 en el centro, si AB = 5,4 m., 
c = 0,90 m.; {o x ) m&x = 70 kg./cm.* y E = 10 6 kg./cm.*. 

El peso de la viga se desprecia. 

Respuesta : 

P = 2.025 kg.; 8 = 0,204 cm. 

4. Una vigueta comercial de 30 cm. esta apoyada como indica la 
figura 81 y cargada en los vo- 

ladizos con una carga unifor- JJj t 

memente distribuida de 1.000 

kg./m. Determinar la fatiga ° 6m T * t 

maxima en la parte central de 

la viga y la flecha en su pun to Fig. 81 

medio, si I z = 9.785 cm. 4 . 

Solution : El momento flector en la parte central de la viga sera 
M = 1.000 X 3 x 150 = 450.000 kg. X cm. 


, v 450.000 x 15 

(n*)u*. - g 785 = 

8 =’1,03 cm. 


i 690 kg./cm.*; 


5. Determinar la fatiga maxima producida en un alambre de ace- 
ro de diametro d = 0,8 mm., cuando se arrolla a una polea de dia- 
metro D — 50 cm. 

Solution: El alargamiento maximo debido a la flexion, ecuacidn 62, 


d 0,08 
6 = Z) — 50 

y la fatiga de extensi6n correspondiente es 


= eE = 


0,08 x 2 X 10* 


i 3.200 kg./em. ! 


6. Una regia de acero de secci6n recta 0,08 X 2.5 cm. y una lon- 
gitud l = 25 cm. se flexa, aplicando pares en sus extremes en forma 
de arco circular de 60°. 

Determinar la fatiga maxima y la flecha. 

Solution: El radio de curvatura r se determina por la ecuaci6n 
l — g 2 nr, de donde r — 23,87 cm., y la fatiga maxima por la ecua- 
cion (65), 


(*t|;)mAx — 


E X 0,04 8 x 10 4 


gy-= 3.350 kg./cm. 1 


La flecha calculada para un arco de circulo es 
8 = r (1 — cos 30°) = 3,2 cm. 
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7. Determinar la fatiga maxima y el valor de los pares aplicados 
en los extremos de la regia del problema anterior si la flecha en el oen- 
tro es 2,5 cm. 

Resvueata : 

(a x ) mix = 2.600 kg./cm. 1 : M = 6,9 kg. X cm. 

8. Determinar la curvatura producida en una viga de acero libre- 
mente apoyada de seccidn rectangular por un calentamiento no uniforme 
a lo largo del canto h de la seccidn. La temperature en un punto a la die- 
tancia y del piano medio xz de la viga (fig. 77) viene dada por la ecuacidn 

<j + t# , (<i — t 0 ) 

t = —g— + — j— y, 

donde t x es la temperatura en la cara inferior de la viga, < 0 la tempera-’- 
tura en la cara superior, t x — < 0 = 80° C y el coeficiente de dilatacidn 
a a => 125 X 10~ 7 . iQud fatiga se producirA si los extremos de la viga 
estan empotrados? 7 

h + tm 

Solution : La temperatura del piano medio xz es la constants — ^ — 

y la variaci6n de temperatura de las demas fibras respecto a ella es 
proporcional a y. El alargamiento uni tar io tdrmico correspondiente es 
tambidn proporcional a y, es decir, sigue la misma ley que el alarga- 
miento dado por la ecuacion (52). Como resultado de esta dilatacidn, 
no uniforme de las fibras, la viga flexa y el radio de curvatura r se halla 


por la ecuacidn (52), utilizando 


a a(h — h) 


en lugar de e* y - en lugar de y. 


«« (h — h) 


1.000 h. 


Si los extremos de la viga estan empotrados, aparecen en ellos f 
pares de reaction tales que deshagan la curvatura debida al calenta- 
miento no uniforme. Por tan to, 4 

,, El, EI t f 

M =* ~ r ~ — iooo“5 f 

Sustituyendo en la eeuaci6n (57), se tiene 


1.000A 


y la fatiga mAxima es 


2 x 1000 


1.000 kg./cm.* 


9. Resolver los problemas 6 y 7 si el arco es de 10® y el materia 
es cobre. 
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10. Resolver el problema 4, suponiendo que la viga es de madera, 
tiene seccidn cuadrada de 30 X 30 cm. y la intensidad de la carga uni- 
formemente distribuida es 1.600 kg./m. 

24. Vigas con formas diversas de seccldn recta 1 .— De la 

discusion del parrafo anterior se deduce que la fatiga maxima 
de extensidn o compresion en una barra sometida a flexion 
pura es proporcional a la distancia de la fibra mas alejada a la 
linea neutra de la seccion. Por tanto, si el material tiene la 
misma resistencia a extension y compresion, sera logico tomar 
aquellas formas de seccion recta para las que su centro de gra- 
vedad esta a la mitad del canto de la viga. De este modo ten- 
dremos el mismo coeficiente de seguridad para las fibras exten- 
didas que para las comprimidas. Es por esto por lo que se esco- 
gen seceiones simetricas para materiales que, como el acero, 
tienen el mismo punto de fluencia a extension y compresion. Si 
la seccion no es simetrica respecto a la linea neutra, como, por 
ejemplo, en un carril, el material se distribuye entre la cabeza 
y la base, de modo que el centro de gravedad quede en el punto 
medio de su altura. 

Para materiales de pequena resistencia a la extension y alta 
resistencia a la compresion, como la fundicion o el hormigon, la 
seccion recomendable es la asimetrica respecto a la linea neutra, 
de tal modo que las distancias h x y h 2 de la linea neutra a las 
fibras mas alejadas esten en la misma relation que las resisten- 
cias del material a extension y compresion. De este modo se 
obtiene igual resistencia a una y otra clase de esfuerzos. Por 
ejemplo, en una seccion en T, el centro de gravedad puede lle- 
varse a una position conveniente a lo largo de la altura, propor- 
cionando de modo oportuno las dimensiones del ala y del alma. 

Para un momento Sector dado la fatiga maxima depende 
del modulo resistente de la seccion, y es interesante ver que hay 
casos en los que un aumento de area no origina una disminutibn 
de la fatiga. 

Ejemplo. Sea una barra de section cuadrada flexada por 

1 Un anAlisis complete) sobre las diversas formas de las seceiones 
rectas de las vigas puede verse en las notas del libro de Navier Rests- 
tonce de* corps solid, m, ed. 1864 de Barra de Saint Vanaat. Veanse pa- 
gu ia« 128-162. 1 
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I 


I 

*1 

!! 


si 


pares que actuan en el piano vertical que pasa por una diago- 
nal (fig. 82), la fatiga maxima se produce en los angulos pp. Si 
ahora cortamos las partes rayadas, dejando una seccion hexago- 
nal de menor area, la fatiga maxima se habra lieeho menor 
tambien. 

Sea a la longitud del lado del cuadrado. El momento de iner- 
cia, respecto al eje z (vease Apendice), 

es = f y el modulo resistente co- 

'f/ \ rrespondiente sera 

"\ 1 //"• „ I, Vi Vi., 


Z = — — 
a 


1 y Hagamos ahora mp = o.a, siendo a 

Fig 82 un numero fraccionario que determi- 

naremos mas adelante. 

La nueva seccion recta se puede considerar formada por el 
cuadrado de lados a (1 — a), y de dos paralelogra- 

mos mn n 1 m 1 . 

Su momento de inercia respecto al eje 2 es 
r, ® 4 (1 a ) 4 1 o = a4 (1— °0 3 n 4- 3al 


p = + 2 

* 12 ~ 


! <= « 4 (! — «)* (1 + 3a) 

V2 J 12 


y su modulo resistente sera 

Z ' = — tn 0,3 — a)2 (1 + ^ a)> * 

a (1 — a) 12 - 

Si ahora se determina el valor de a, que hace maximo a Z , > 
se encuentra a = G . Dando este valor a a se ve que, cortando 

*S - y 

los angulos de la seccion cuadrada en la forma dicha, la fatiga 
maxima por la flexion disminuye alrededor de un 5 por 100. 
Este resultado se eomprende facilmente considerando que el mo- 
mento resistente de la seccion es la relacion entre el momento 
de inercia y la mitad de la altura de la seccion. Al cortar los 
angulos, el momento de inercia de la seccion ha disminufdo en 
menor proporcion que la altura, por lo que el modulo resistente 
ha aumentado y (OmA* disminufdo. Efectos analogos pueden 
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obtenerse en otros casos. En la figura 83 (a) puede aumentarse, 
a veces, el modulo resistente de la seccion quitando las partes 
rayadas. 

En una seccion circular — fig. 83 ( b ) — se aumenta el mddulo 
resistente en un 0,7 por 100, quitando los segmentos rayados 
cuya flecha es 8 = 0,011 d. En el caso de una seccion triangu- 
lar —fig. 83 (c) — , el momento re- _ 
sistente puede aumentarse matan- — " — A 

do el angulo rayado. V ^7 / \ * 

Al proyectar una viga sometida — L — — A 
a flexion pura, no solamente debe “ ^ ^ ^ ^ 

considerarse la condition de resis- Fig. 83 

tencia, sino la de economfa, al tener 

en cuenta su peso. De dos secciones de igual momento resisten- 
te, es decir, respondiendo a la resistencia con el mismo coefi- 
ciente de seguridad, es mas economica la de menor area. 

Consideraremos, en primer tcrmino, la seccion rectangular de 
altura h y ancho b. El modulo resistente es 

„ bh* 1 

Z =. — = - Ah, ( a ) 

6 6 

donde A representa el area de la seccion. 

Se ve que la seccion rectangular es tanto mas economica 
cuanto mayor es su altura h. Sin embargo, hay un lfmite para el 
aumento de h, debido a que la estabilidad de la viga disminuye 
a medida que la seccion se estrecha. El fallo de una viga de sec- 
cion rectangular muy estrecha puede deberse, no a sobrepasar 
la resistencia del material, sino a pandeo lateral (vease Segunda 
parte), 

En el caso de una seccion circular se tiene 
_ izd 3 1 , 

Z = — = - A • d. (b) 

32 8 

Comparemos dos secciones: una circular y otra cuadrada, 
de igual area. El lado h de la seccion cuadrada debera ser 
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Aplicando la ecuacion (a), resulta V 

Z — 0,147 A -d. i 

Si este resultado le comparamos con la ecuacion ( b ), se ve 
que la seccidn cuadrada es mas economica que la circular. 

Estudiando la distribution de la fatiga con la altura (fig. 78), s 
se llega a la conclusion de que para que una seccidn sea eco- 
nomica, la mayor parte del material de la viga debe situarse 
tan alejado como sea posible de la linea neutra. El caso lfmite , 
serfa: dada una altura h y un area A, situar areas de valor ' 
Ah 

— a distancias = de la linea neutra. Entonces, 

u L r . 



A este limite se aproximan las secciones en 1 de la practica, 
en las que la mayor parte del material esta en las alas. Debido 
a la existencia necesaria del alma de la viga no puede alcanzarse 
el valor (c) y para la mayorfa de los perfiles de catalogo se tiene, 
de modo aproximado, 

Z m 0,30 Ah. ( d) 

La comparacion de (d) y (a) muestra que la seccidn en I 
es mas economica que la rectangular de la misma altura. A1 mis- 



Fio. 84 j 

mo tiempo, y debido a la anchura de las ala3, una viga en 
'sera siempre mas estable respecto a efectos laterales de pand 
que otra rectangular de la misma altura y momento resistente 

Problemas 

1. Determinar la anchura * del ala de una viga de fundicid * 
cuya seccion ea la de la figura 84, si la fatiga maxima de extensi 
debe ser un tercio de la maxima fatiga de compresion. La altura de . 
viga ea h — 10 cm.; el grueso del alma y del ala es t = 2 om. 
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Solucidn; Para satisfacer la condicion del enunciado es necesario 
que la distancia del centro de gravedad de la seccion a la fibra mas 

alejada del ala satisfaga a la condicion c = y h. 


Fig. 85 

Tomnndo momentos respecto a la oara inferior del ala, se tiene 
(figura 84): 


de donde 


hi + (x — <)t 4 


*^ t + ra = 2 + T£ =18cm - 


2. Determinar la relacion (<J z ) mAx : (<J z ) m j n para una secoidn en Cl 
como la de la figura 85, si ( = 6 cm., h = 25 cm., 6 = 60 cm. 

Respuesta : 

( a z)m4x : ( CT z)m(n = 3 : 7. 

3. Determinar la condicidn para la que la disminucidn de altu- 

ra fi, de la seccion de la figura 86 venga acompahada de un aumento 
del inomento resistente. _____ 

Solucidn : T 

bh* dh> Tl L - 1 T 

B -K, + ir’ l 

dZ _bh? dht -£ — — % 

dh x “ 6Af + 3 L 

La condicidn para que aumente Z al disminuir h l es ' 2 1 r 2 

bh? dh , b_ h\ Fig. 86 

&h\ > 3 ° 2 d > hT 

4. Determinar qu6 cantidad debe quitarse de una seccion en for- 
ma de triangulo equilatero — fig. 83 (c) — para obtener el maximo de Z 

6. Determinar la relacidn entre los pesos de tres vigas de la misma 
longitud, sometidas al mismo momento flector M y con igual (<J x ) mA , 
si las secciones rectas son un circulo, un cuadrado y un roctangulo de 
dimensiones h =26. 

Solucidn: 

1,12 : 1 : 0,793. 

itssisixseiA as aAixaiALBS. — T. 1 7 
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25. Caso general de vigas cargadas transversalmente. En ^ 
el caso general de vigas cargadas transversalmente, a s ri- , 
bn cion de fatigas sobre una seccion transversal de la viga eqm- 
libra a la fuerza cortante y al memento fleeter correspondientes 
a dicha seccidn. El calculo de las fatigas se hace cornentemente 
en dos etapas, determinando primeramente las fatigas pro u- 
cidas por el momento flector, llamadas fatigas de flexion y des- 
puds las fatigas cortantes producidas por la fuerza cortante. 
En este articulo nos limitaremos al calculo de las tatigas oe 
flexidn, dejando para el proximo articulo el analisis de las fa- 
tigas cortantes. 

Para calcular las fatigas de flexion supondremos que dichas 
fatigas se distribuyen del mismo modo que en el caso de la fle- 
xidn pura y emplearemos las formulas deducidas en el ar- 
ticulo 23. Los resultados experimentales muestran que esta hi- 
potesis es suficientemente aproximada si la seccion que se con- 
sidera no esta muy proxima al punto de aplicacidn de una carga 
concentrada. En las proximidades de la aplicacion de una carga 
concentrada la distribucion de fatigas es mas complicada. Este 
problema se estudiard en la Segunda parte. El calculo de las 
fatigas de flexion se realiza para las secciones en las que el mo . 
mento flector tiene su valor maximo positivo o negativo. Co 
nocido el valor maximo del momento flector y el valor de la 
fatiga de trabajo a flexion del material a t , las dimensiones d 
la seccion recta de la viga se calculan por la ecuacion 



A continuacion damos diversos ejemplos de aplicacion d 
esta ecuacion. 


Problemas • ? 

1 Determinar las dimensiones necesarias de un perfil comeroi 
en T que ha de so por tar una carga distribuida de 600 kg./m. tal oo 
indica la figura 87, siendo el coeficiente de trabajo o, = 1.200 kg./cm. , 
Se tendra en cuenta solamente la fatiga normal y se despremarA el 

^ Solwidn: Para obtener la seccion peligrosa de la viga se oons 
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el diagrama de! esfuerzo cortante — fig. 87 (b) — . La reaccidn en el st>' 
porte izquierdo es 



Fig. 87 


La fuerza cortante para cualquier seccidn de la parte AG de la 
viga es 

Q =■ B t — qx - 1.700 — GOO x . 

Esta fuerza es cero para x = = 2,83 m. Para esta secci6n 

el momento es un maximo: 

Mmkx = 1.700 x 2>83 — 600 x \ • 2’83* = 240.000 kg. X cm. 

R, A 

El momento resistente necesario es y T 

240.000 nAA 3 

z --iw- 200,,m , 

Esta condi ci6n queda satisfecha para j « 

una I laminada de altura 20 cm. area, de la > X ~ 777777 ^y} 77 ^y+r 

seccion recta 33,40 cm. 2 y E = 214 cm. 3 , Sa , 

catalogo de la Sociedad Metalurgica Duro- Hi 

Felguera. pi 

2. Una presa de madera (fig. 88) esta — [/il— 

formada por tablones verticales tales como 
A B, de seccion rectangular, cuya dimension h * 1G ‘ 

es 30 cm., apoyados en sus extremos. Deter- 
minar (c I ) max si la longitud de las barras es l = 5.4 m. y su peso se 

desprecia. . , .... 

Solution: Sea b el ancho de un tabldn. La presidn hidrostaUca so. 

bre 61, representada por el prisma triangular ABO, es W = g bl\ la 
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reaccidn en A es R 1 = ^ W — I bl* y la fuerza cortante en cualquier 

seccion mn es igual a la reaccidn R x menos el peso del prisma de agua 
Amn, es decir, 

•*- 2 ( 1 a ; 2 '' 


V = P, — W - 


La posicidn de la seccidn correspondiente a se encuentra por 

la condicion V = 0, o sea 


de donde 


- — — = 0 
3 1‘ ’ 


*= -= = 3’12 m. 

V3 


El momento flector para cualquier seccidn mn es igual al momento 
de la reaccion R l menos el momento de la carga distribuida repre- 
sentada por el prisma triangular Amn. Es decir, 

M~R X Wx * x Wx f, x '\ - 

M-R,x ^ 3 = 

Sustituyendo, segun hemos visto, - = j-yr= 3,12 m., se obtiene ■ 


^ni4x g bl^Xy 


■ „ ? / i \ 2 
3 .h 


QIO 

x ™ = 67 kg./cm.* 



o 

m 

'rK 

U x *i 

n . 


r 1 

Fig. 89 

La reacci6n en el apoyo A es 
p W ■ o 6. 

Uj = — - — = — 


3. Determinar el valor de 
en una viga que soporta la carga trian- 
gular ADB igual a W == 6.000 kg. J 
si l = 3,60 m. y d = 0,90 m. (figu- 
ra 89). .. 

Solution: La distancia c del apo- 
yo B a la vertical que pasa por el 
centro de gravedad del triangulo es ' 

c (l + d) = 1,6 m. | 


W ■ c 6.000 x 1,5 
l 3^6 


. 2.500 kg. 


La fuerza cortante para cualquier seccion mn es igual a la reacoi6n 
menos el peso de la carga representada por Amn. t 

La carga que representa el area A DE es 




FATIGAS EN LAS VIGAS 


por tanto. 




La posicion de la seccion para la que M es m&ximo se encontrara 
por la ecuacion 

Rl ~"l W (l — d) 2== ° 


de donde 


x 1 4J?j 5 
U — d) 2 = 3W = 9’ 

x = 2,01 m. 


El momento flector para cualquier seccidn mn es igual al momento 
de la reacci6n menos el momento de la carga Amn. Sera, por tanto, 

Sustituyendo el valor calculado de x, 

M, lkl = 336.000 kg. x cm. 

4. Construir los diagramas del momento flector y de la fuerza 

cortante para el caso de la figura 90 (a) y determinar el perfil comercial 

7 20 
▼ .. * 1 D 1 AAA I lr» 


en I necesario si a ■■ 


1,8 m., P ■= 1.000 kg., q ■■ 


kg./cm. 


o t => 1.200 kg./cm.* El peso de la 

viga puede despreciarse. [» 1 »j _______ 

Solution: En la figura 90 (6) | j JJ T 

y (c) se ven los diagramas del mo- f ^ _ b " ” t 

mento flector y de la fuerza cor- A (a l c * 

tante correspondientes a las car- 

gas distribuidas. A ellos deben / \ JT 

anadirse el momento flector y la [_ \ 1 . 

fuerza cortante producidos por la ' b ' * 

carga P. 'X 

El momento flector maxi mo j +\ 
se presenta a la mitad de la luz J i t ( c ) J 

288.000 kg. X cm. * 

Se necesita 4 

„ 288.000 „. A . Fig. 90 

. Z== -L200 = 24 ° Cm - 

El perfil I comercial de altura 22 cm. y Area de seccidn recta 39,50 
cm.*, Z =■ 278 cm.*, es la seccidn mas aproximada por exceso que cum- 
pie las condiciones de resistenoia. 

5. .Determinar la posicidn m&s desfavorable de una vagoneta m6- 
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vil sobre him viga tal eomo indiea la tiguia 91. Eneontrar 
si la carga por rueda es P “ 6.000 kg., I = 7,20 m., d = 1,80 m. 
El peso de ia viga se desprecia. 

Solucidn : Si x es la distancia de la rueda 

0 = C t) izquierda al apoyo izquierdo de la viga, el 

v . 1 T rj 1 1 momento flector debajo de dicha rueda iz- 

'D 'P quierda es 


Fig. 91 


/ 

1 

A 

2 P( 

l — x — -g a 

r\ 


Este momento es maximo cuando 

L . 


Por tanto, para obtener el mAxirno momento flector bajo la rueda iz- 
quierda, es preciso desplazar la vagoneta desde la posici6n central la 

cantidad j hacia el apoyo derecho. Puede obtenerse el mismo valor 

para el momento flector en el punto de apoyo de la rueda dereeha, 

(J/ ^ 

desplazando la vagoneta desde la posici6n central la cantidad ~ hacia 
el apoyo izquierdo de la viga. 

6. Los carriles de una griia (fig. 92) estan sostenidos por dos vi- 
gas de seccion en I y perfil comercial. 
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Determinar la posici6n mas desfavorablo de la grtia, el co- 

rrespondiente y las dimensiones de las vigas en I si a ( = 1.200 kg. /cm*: 
l = 9 m., a => 3,60 m., d =» 1,8 m., el peso de la griia IP = 6.000 kg. y 
la carga levantada por la griia P = 1.000 kg. Las cargas actuan en el 
piano medio correspondiente a las dos vigas en I y se reparten por iguaj 
entre ellas. 

Solucidn: El momento flector m&ximo se presenta en el punto da 
apoyo de la rueda dereeha cuando la distancia de esta rueda al apoyo 
derecho es 

h = 1 U - l d y, = 1.261.260 kg. x cm. 
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Repartiendo el momento en partes iguales entre las dos vigas, el 
momento resistente de cada una debera ser 

7, = = 625,5 cm. 8 

2 CT( 

La seccidn en I necesaria tiene una altura de 28 cm., Area 61 cm. 
y 2 = 541 cm. 8 . El peso de la viga se desprecia. 

7. Una viga de madera de seccion circular apoyada en C y umda 
a la fundacidn en A (fig. 93) sufre una carga de q = 500 kg./m. um- 
formemente distribuida a lo largo de la porcidn BG. 

B 



Fig. 93 Fig. 94 


Construir el diagrama del momento flector y determinar el di&- 
metro necesario d si u ( = 81 kg./cm. a , a = 0,90 m., b = 1,8 m. 

Solucidn: El diagrama del momento flector se ve en la figura 93 (6). 
Num6ricamente, el momento maximo se presenta en C y vale 81.000 
kg. x cm. 

, -i s /32-"M 9) 

d = 1/ — • — = 21 cm. 
f it at 

8. Una presa de madera sostenida por pilares verticales empotra- 
dos en su extremo inferior (fig. 94) est& hecha con tablas horizontales. 
Determinar la dimensi6n de la seccidn de los pilares cuya forma es 
cuadrada si l = 1,8 m., d = 0,90 m. y c, = 40 kg./cm. 8 . Dibujar los 
diagramas del momento flector y de la fuerza cortante. 

Solucidn: La carga lateral total de un pilar esta representada por 
el peso TP del prisma triangular de agua ABC. Para cualquier sec- 
cion mn, el esfuerzo cortante y el momento flector son: 

Wx 8 M TPa ; 8 x 

P = jt-i AL - -p- ■ £• 

Al determinar los signos de V y M se ha supuesto que la figura 94 
ha girado 90° en sentido contrario a las agujas del reloj, de tal modp 
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que lo8 ejes * e y vayan a coincidir con los de la figura 56. El valor ; 
necesario de b lo da la expresidn , i 

„ 6 s M„. it 87,400 

Z = 6 = "5T = 40 * | 

de donde 

b = 23,5 cm. > 

La construccidn de los diagramas se deja como ejercieio. 

9. Determinar las dimensiones de una viga en voladizo de sec- 
cidn I comercial uniformemente cargada a razdn de q = 350 kg./m. y 
sometida ademas a la accion en su extremo de una carga concentrada 
de valor P = 250 kg. La longitud es l => 1,5 m. y a t =« 1.000 kg./cm.* 
Solucidn : 


„ _ (250 X 1,5 + 525 x 0,75) x 100 

1.000 


76,87 cm.' 


El perfil comercial necesario es una I de 14 cm. de altura y 18,20 cm.* 
de seccidn. 

10. Determinar las fatigas de flexidn en un robldn suponiendo 
que las cargas que obran sobre 61 est&n distribufdas en la forma que 
indica la figura 95. 




El diAmetro del robldn 2 cm., h = 0,6 cm., h, =» 1 cm., P 

p 

Solucidn: El momento flector en la seccidn mn es — • 

2 

mento de flexidn en la seccidn central m l n l ea 


= 5.000 kg, 

h ™ 

g. El mo- 


P 

2 



Este momento, que es el maximo, 

, , _P/A , M 71(13 i P 

2 \2 ' 4 / : 32 


se tomarA para calcular la fatiga 
2 h + h, 

X - — - 1.750 kg./cm.*. 


11. Determinar el perfil en I necesario para los casos de las figu- 
res 67 (a), 67 (d) y 68 (6), suponiendo una fatiga de trabajo de 1.200 
kg./cm.*. 

12. Determinar el perfil necesario para una viga apoyada de seo 
cidn en I solicitada por una carga uniforme a razon de 650 kg. pot 


metro y por una carga P = 2.000 kg. que actua en su centro. La lon- 
gitud de la viga es 4,50 m. y la fatiga de trabajo c ( = 1.200 kg. por cm.*. 

13. Una U, cuya seccidn es la de la figura 85, esta apoyada en 
sus extremos y solicitada por una carga concentrada en su seccidn 
central. Calcular el valor maximo que puede tomar la carga si la fati- 
ga de trabajo es 80 kg./cm. 2 a extension, y 160 kg./cm.* a compresidn. 


26. La fatiga cortante en la flexiOn. — En el parrafo anterior 
se vio que al flexarse una viga por la accion de cargas transver- 
sales, a las fatigas normales a x 
debian acompanar otras t, li- 
gadas ambas a la seccidn mn de 
la viga (fig. 96). Considerando 
la accion en el trozo a la dere- 
cha de la seccion (fig. 96), se 
deduce, para que subsista el 
equilibrio, que la sumacion de 
estas fatigas cortantes debe igualar a la fuerza cortante V. Para 
encontrar la ley de su distribucidn a lo largo de la seccidn, em- 
pezaremos por considerar el caso sencillo de una seccidn rectan- 
gular (fig. 97). En este caso es logico suponer que las fatigas cor- 
tantes t son paralelas en cada punto a la fuerza cortante V, es 
decir, paralelas a los lados mn de la seccidn y que su distribucidn 
es uniforme a lo largo del anebo de la viga cc v Representaremos 
las fatigas en este caso con x xy . El subindice y indica que la fati- 
ga cortante es paralela al eje y. y el subindice x, que esta ligada 
a un piano perpendicular al eje x. Estas dos hipotesis nos ser- 
viran para la determinacidn completa de la distribucidn de las 
fatigas cortantes. Un estudio mas detenido del problema mues- 
tra que la solucidn aproximada que obtengamos es suficiente- 
mente exacta para las aplicaciones y que en el caso de una sec- 
cidn rectangular estrecha (h grande comparado con b, figura 97) 
practicamente coincide con la solucidn exacta 1 . 

1 La solucidn exacta de este problema se debe a De Saint Venant, 
Journal de Math. (Liouville), 1856. Un resumen del famoso trabajo de 
De Saint Venant puede verse en la History of the Theory of Elasticity , 
de Todhunter y Pearson. La solucidn aproximada que damos se debe a 
Jouravski. La traduccion francesa de este trabajo figura en Annales 
des ponts et chauss&es, 1856. La teoria exacta muestra que cuando la 
altura de la viga es pequena comparada con su ancho, la discrepancia 
entre la solucidn exacta y la aproximads es considerable. 
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Si se separa un elemento de la viga por dos secciones adya- 
centes y por dos pianos paralelos al piano neutro e infinitamente 
proximos — fig. 97 ( b ) — , la fatiga cortante x xy en la cara vertical 
acc 1 a 1 tendra una distribution uniforme de acuerdo con la hip6- ■ 
tesis establecida. Estas fatigas tienen un momento ( t Xy bdy)dx \ 



respecto a la arista ee del elemento que debe equilibrar al mo- 
mento (t yx bdx)dy debido a las fatigas cortantes distribuidaa 
sobre la cara horizontal cdd 1 c 1 del elemento. 

Por tanto, 

i x />dydx = xjxlrdy y x yx = x xy , f 

es decir, las fatigas cortantes que actuan en dos caras perpen- 
diculares del elemento son iguales. Este mismo resultado se ob- 
tuvo anteriormente al estudiar la extension simple (vease pagi- 
na 39) y tambien en el caso de compresion o extension en dos 
direcciones perpendiculares (vease pag. 43) . La existencia de laa ; 
fatigas cortantes en los pianos paralelos al piano neutro puede 
ponerse de manifiesto con experimentos sencillos. Sea, por ejem- 
plo, dos barras iguales rectangulares dispuestas en conjunto, 
sobre apoyos simples, tal como indica la figura 98, y sometidas 
a flexion por la action de una carga concentrada P. Si no existfli. 
rozamiento entre las vigas, la flexidn de cada una sera indepen 
diente de la otra y en ambas tendremos compresion en la car% 


superior y extension en la inferior, tomando el conjunto la forma 
de equilibrio indicada en la figura 98 (6). Las fibras longitudinales 
inferiores de la barra superior deslizaran, respecto a las fibras 
superiores de la barra inferior. En el caso de una sola barra de 
altura 2 h —fig. 98 (a ) — , existiran fatigas cortantes a lo largo del 
piano neutro nn de una magni- 
tud que evite el deslizamiento de 
la parte superior de la barra res- 
pecto a la inferior — vease figu- 
ra 98 (6) — . Debido a esto, la ba- 
rra iiniea de altura 2 h es mucho 
mas rigida y resistente que el con- 
junto de las dos barras de altura h. 

* Como aplicacion practica, citare- 
mos el caso de la union de vigas 
de madera para formar una sola 
—figura 99 (a ) — ; entonces se acostumbraapracticar cajas comu- 
nes a las vigas, tales como las a, b, c..., donde se introducen las 
llaves correspondientes, cuyo objeto es evitar el deslizamiento 
y favorecer la robustez. Observando los juegos alrededor de la 
Uave —fig. 99 ( b ) — , se ve facilmente la direccion en que tiende 
a producirse el deslizamiento y, por consiguiente, la direccion 
de la fatiga cortante a lo largo del piano neutro, en el caso de 
viga unica. 

Anteriormente vimos que la fatiga cortante x xy en cualquier 
punto de la seccion vertical de la viga tiene direccion verti- 



cal y es mini £ri camen te igual a la fatiga cortante afecta al 
piano horizontal que pasa por el mismo punto. Esta filtima pue- 
de calcularse facilmente por la condicion de equilibrio del ele- 
mento ppjnn v separado de la viga en virtud de dos secciones 
adyacentes verticales inn y m 1 n 1 y una horizontal pp 1 — fig. 100 (a) 
y (b ) — . Las unicas fuerzas que actuan sobre este elemento en la 
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direction del eje x son: la fatiga cortante x yx afecta a la cara pp x i 
y las fatigas normales cs x sobre las caras np y n x p x . Si el momento 
flector en las secciones mn y m 1 n 1 vale lo mismo, es decir, es- ; 
tamos en un caso de flexion pura, las fatigas normales a x sobre 
las caras np y n x p x seran iguales y se equilibraran entre si. " 
En este caso, la fatiga cortante x vx sera igual a cero. 



Fio. 100 


Consideremos ahora el caso mas general de que el momento 
flector varie y sean M y M -f- dM los momentos en las secciones mn 
y m x n x , respectivamente. En este caso, la fuerza normal que obra 
en el area elemental dA de la cara nppn sera (ecuacion 57) 

a^A = -^-dA. ; 

h 

La suma de todas estas fuerzas repartidas a lo largo de la 
cara nppn del elemento valdra ■% 


p My 

L X ' 


De la misma manera, la suma de las fuerzas normales liga-' 
das a la cara sera 

r.(M±dM) y iA ^ 

Jvi L 


La fuerza total debida a la fatiga cortante x yx que obra en 
la cara pp x del elemento es 

Xxybdx, (cj 

y como las fuerzas dadas por (a), ( b ) y (c) deben estar en equi*' 
librio, resulta: * | 

,„M* = P i dA -P*MiA, 

JV i ^2 JVi If 
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de donde 


dM 1 C~2 

r*, = — • — • ydA, 
dx bl z J Vl 


o, aplicando la ecuacion (50), 


v n 


La integral de esta ecuacidn tiene una interpretacidn muy 
sencilla. 

Representa el momento est&tico de la parte rayada de la 
seccion recta — fig. 100 (6) — ,respecto al eje neutro z. Para nues- 


tra seccion 


y la integral vale 


dA = bdy 




El mismo resultado puede obtenerse multiplicando el Area 

^f(^) — l/i | P arte rayada por la distancia ^ + y x j de 

su centro de gravedad al eje neutro de la seccion. 

Sustituyendo {d) en la ecuacion (64), se obtiene para la sec- 
cion rectangular 


V Ih* „\ 

Xxv ~ Tux ~ 2 !M Vl ) 


Se ve que las fatigas cortantes r xy se distribuyen de modo 
variado desde la parte superior a la inferior de la viga. El ma- 
ximo valor se presents para y x — 0, es decir, para los puntos 
de la llnea neutra, y es (ecuacion 65): 


y como 




T bh? _3 F 

(TzyJm ^~2bh 


Se ve, por tanto, que la fatiga cortante maxima en el caso 
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de una seccibn rectangular es un 50 por 100 mayor que la fa- 
tiga cortante media obtenida dividiendo la fuerza cortante por 
el area de la seccibn. 

En los extremos superior e inferior de la seccibn recta, 
Jl 

y x — ± - y la ecuacion (65) da t xv = 0. La representacion grd- 

fica de la ecuacion (65) —fig. 100 (c)— muestra que la distribu- 
tion de fatiga cortante a lo largo de la altura de la viga sigue 
una ley parabolica. El area rayada, limitada por la parabola, 

2 

multiplicada por el ancho de la viga, da ^ (T w ) mAx hb = V, 
como es natural que ocurriese. 

Una consecuencia logica de estas fatigas cortantes es la dis- 
torsion por la que las secciones, inicialmente planas, se alabean. 

_ Este alabeamiento puede observarse facil- 

| m- mente flexando por la accion de una fuerza 

| en su extremo una P' eza goma de seccibn 

| / rectangular (fig. 101), en cuyas caras late- 
n ra l es se hayan trazado lineas verticales. Las 

lineas no permanecen rectas, tal como se. 
Fig. 101 indica de puntos en la figura, sino que se 

curvan de tal modo que la distorsion ma- 
xima se presenta en la superficie neutra. En los puntos m', m’ v 
n ' , n[, la distorsion es cero y las curvas m'n' y m[n[ quedan nor- 
males a las superficies superior e inferior de la barra despues de 
la flexion. En la superficie neutra los angulos que forman las 
tangentes a las curvas m'n' y m[n[ y las secciones normales mn 


y mpq valen y = ^ (T^) m4x . 

Si la fuerza cortante permanece constante a lo largo de Is 
viga, el alabeamiento de todas las secciones rectas es el mismo. 
de modo que mm' = m x m v nn = n{n\ y el acortamiento O 
alargamiento de las fibras longitudinales producido por la fle- 
xion es el mismo que si no existiese dicha fuerza y estuviesemoa 
en un caso de flexion pura. 

Esto explica la validez de la ecuacibn (57), establecida en Id 
hipbtesis de que las secciones prinntivamente planas lo son dea* 
pubs de la flexion. 
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Un estudio mas detenido del problema 1 muestra que el ala- 
beamiento de las secciones rectas no afecta de modo sustancial 
a la deformation de las fibras longitudinales si sobre la viga 
actua una carga distribuida y la 

fuerza cortante varla de modo ■ l»c- 

continuo a lo largo de la viga. ^ } j ’ ^ r "'■■Wa 

En el caso de cargas concen- I I ) ( 

tradas, la distribution de fatigas I i 

en las proximidades de la carga + i\ p c 

es mas complicada; pero esta A — i ♦ V -i. 

complication tiene un caracter — i 

local (vease Segunda parte). ! 


Problemas 


Fig. 102 


1. Determinar el valor limite 
de las cargas P que obran sobre la 

viga rectangular de madera de la figura 102, si 6 = 20 cm., h =» 25 cm., 
a t *m 60 kg. /cm. 2 , r t = 15 kg./cm. 2 , c = 45 cm. 

Solucidn: Los diagramas del momento flector y de la fuerza cor- 
tante son los de la figura 102: 


Por las ecuaciones 


se obtiene 


~z - s * 


2.778 kg. 


2W = Tt ’ 


5.000 kg. 


Por consiguiente, P =» 2.778 kg. es el valor admisible de la carga P. 

2. Determinar la fatiga normal ma- 

_o j £ C J JZ)L xima c x y la fatiga cortante maxima x xy 

2 ITffr en el piano neutro de la viga represen- 

* tada en la figura 103, si a = 60 cm.. 
Fig. 103 c = 1,20 m., b = 20 cm., h = 25 cm. y 

P = 3.000 kg. 

Respuesta: 

(o m )mix = 67 kg-/om.*; (T^) m4l = 6 kg./om.* 


1 V5ase W. Voigt, Qdttingen Abhandlungen, Bd. 34, 1887; J. H. 
Michell, Quart. J. of Math., vOl. 32, 1001, y L. N. G. Filon, Phil. 
Trans. Roy. Soc. (Ser. A), vol. 201, 1903, y London Roy. Soo. Proo., 
vol. 72, 1904. 
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3. Determinar la fatiga cortante maxima en el piano neutro de 
una viga rectangular cargada uniformemente si la longitud de la viga 
es l •= 1,80 m., la carga por m. q =» 1.700 kg., la altura de la secci6n 
h — 25 cm. y el ancho b = 20 cm. 

Respueata: 

T max = 4 > 69 kg./cm.*. 

4. Determinar la fatiga cortante maxima en el problema 2 del 
articulo 26. 

27. Distribucidn de las fatigas cortantes en el easo de una 
seccidn circular. — A1 considerar la distribucion de las fatigas 
cortantes en una seccidn circular (fig. 104), no puede aceptarse 
la hipotesis de que dichas fatigas son paralelas a la fuerza cor- 
tante V. Se puede ver facil- 
mente que en los puntos tales 
como p del perfmetro — figu- 
re 104 (b) — , la fatiga debe sei 
tangente a dicho perfmetro. 
Consideremos un elemento in- 
finitesimal abed —fig. 104(c)—, 
en forma de paralelepfpedo 
rectangular, con la cara adf# 
en la superficie de la viga y la cara abed en el piano yz de la 
seccidn. Si la fatiga cortante que actua sobre la cara abed del 
elemento tuviese una direccidn tal como x, se podrfa descompo- 
ner en dos componentes x lr en direccion radial y otra Xj* en la 
direccion de la tangente al perimetro. 

Hemos demostrado anteriormente (veasepag. 106) que si una 
fatiga cortante x actua sobre un area elemental, otra fatiga cor- 
tante igual actua sobre un area elemental perpendicular a x.-. 
Aplicandolo a nuestro caso, se deduce que si la fatiga x la . actua 
sobre el elemento abed en direccion radial, debe existir otra fa- 
tiga cortante x xl del mismo valor en la cara adfg que sigue la 
superficie de la viga. Si la superficie lateral de la viga est& libra 
de fatigas cortantes, la componente radical x u de la fatiga cor- 
tante x debe ser cero, es decir, x debe actuar en la direccion d? 
la tangente al perimetro de la seccidn recta de la viga. En el 
punto medio n de la cuerda pp, la simetrfa obliga a que la fa- 
tiga cortante tenga la direccion de la fuerza cortante V. Vemos- 
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pues, que las direeciones de las fatigas cortantes en los puntos 
p y n se cortan en un punto O del eje y — fig. 104 ( b ) — . Supo- 
niendo ahora que la fatiga cortante en otro punto cualquiera de 
la lfnea pp esta dirigida tambien hacia el punto O, tendremos co- 
nocida la direccion de las fatigas cortantes. Como hipotesis com- 
plementaria, estableceremos que las fatigas cortantes para todos 
los puntos de pp tienen la misma com- 
ponente vertical 1 . Como esta hipdtesis 
coincide por completo con la hecha para 
la seccion rectangular, podra usarse la 
ecuacidn (64) para calcular dicha compo- 
nente vertical. Conociendo la direccion 
de la fatiga cortante y su componente 
vertical, puede calcularse facilmente su 
valor para cualquier punto de la seccion. 

Vamos a calcular ahora las fatigas cortantes a lo largo de la 
lfnea pp de la seccion (fig. 105). Para aplicar la ecuacidn (64) 
al calculo de la componente vertical x xv de estas fatigas, debe- 
mos hallar el momento estatico del segmento circular de cuer- 
da pp respecto al eje z. El area elemental mn tie ne la lon gitud 
2 V — y 3 y el ancho dy. El area ser A dA = 2 Ii 1 y*dy. El 
momento de esta faja respecto a Gz es ydA, y el momento total 
para el segmento circular sera 

f* - -= = • 3 

J v. 



- y\) 1 


2 \JR 2 — y*ydy — - (B 2 
Ju , 3 

Sustituyendo esta expresidn en la ecuacion (64) y 
2 V R 2 — y\ para valor de b, se obtiene 

V(R 2 -y\) 




3 L 


tomando 


(67) 


y la fatiga cortante total en los puntos p (fig. 105) sera 
x Xy R = VRVR 2 — y\ _ 

T VR 2 — y\ 3/ , 

1 La diferencia entre la fatiga cortante maxima obtenida por la 
teoria de la elasticidad y el valor que corresponde a esta teorla apro- 
ximada supone un error de un 5 por 100. VAase De Saint Venant, loc. c»t., 
pag. 123. VAase tambiAn A. E. H. Love, Mathematical Theory o) Elat- 
ticUy, 4th. ed. 1927, pAg. 346. 
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Se ve que el maximo de t se obtiene para y x — 0, o, lo que 
es lo mismo, para la linea neutra de la seccion. Poniendo en vez 

de I t su valor queda finalmente 

4 V 4V ffH] 

a m 

En el caso de una seccion circular, la fatiga cortante maxima 
es superior en un 33 por 100 al valor medio obtenido dividiendo 
la fuerza cortante por el area de la seccion recta. 

28. Distribution de la fatiga cortante en vigas en I.— Para 
estudiar la distribucion de fatigas cortantes en las vigas en I 
(figura 106), a lo largo del alma, se hacen las mismas hipotesis que 
para la seccion rectangular; esto es, que las fa- 
v tigas cortantes son paralelas a la fuerza cortan- 
‘ I d \ , te V y que se distribuyen uniformemente sobre 
el ancho b x del alma. Podemos, por consiguien- 
te, usar la ecuacion (64) para el calculo de las 
* h ‘ 7 y. fatigas x xy . Para una linea pp a distancia y v el 
momento estatico de la parte rayada respecto 
W 77777 A a la linea neutra z es 


(!- 4 


y f* b t h 2 h *\ , b it h l t \ 

Fio. 106 

Sustituyendo en la ecuacion (64), se obtiene 

La fatiga varia, por consiguiente, a lo largo de la altura de la 
viga, segun una ley parabolica. Los valores maximo y minimo 

A , 

de z ty en el alma de la viga se obtienen haciendo y x = 0 e y x = : 

<,0, 

&(?-?)■ 
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Cuando 6, es muy pequena comparada con ft, no hay gran 
diferencia entre {r xy ) mXD y (x J . !/ ) m4x y la distribucion de las fatigas 
cortantes a lo largo de la seccion recta del alma es practicamente 
uniforme. 

Una buena aproximacion para (~ xtl ) mAx se obtiene dividiendo 
la fuerza cortante total V por el area de la seccion recta del 
alma solamente. Esto se deduce de que las fatigas cortantes dis- 
tribuldas sobre la seccion recta del alma equivalen a una fuerza 
cortante casi igual a V , es decir, que el alma absorbe casi toda 
la fuerza cortante y las alas intervienen solo de un modo se- 
cundario en su transmisidn. Hagamos la suma de las fatigas x xy 
que actuan sobre el alma de la viga y llamemos V x a esta suma. 

f 2 

Fj = I x Xl/ b x dy, por la ecuacion (69): 

J-A, 


que integrada da 

tt Y PfrzzbJ 




I- A, A, ft,ftf 

2 2 + 12 


Para: espesores pequenos en las alas, ft, se aproxima a ft y el 
momento de inercia l z puede calcularse con suficiente aproxi- 
macion por la ecuacion 

I = b(h — hj) ' (ft + ft^ 2 bji\ 

2 ’ 8 ' 12 ’ 


en la que el primer tdrmino representa el area de la seccidn de 
las alas muJ.tiplicada por el cuadrado de la distancia - ~ de 


sus centros al eje z, lo que aproximadamente representa el mo- 
mento de inercia de las alas. El segundo termino es el momento 
de inercia del alma de la seccion. Comparando (a) y (6), se ve 
que cuando A, se aproxima a ft, la fuerza V x lo hace a V y que 
la fuerza cortante es absorbida solamente por el alraa d® in. 
secoion. 
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A1 considerar la distribucidn de fatigas cortantes en las alas 
no puede aceptarse la hipdtesis de reparto uniforme a lo largo 
del ancho de la section. Por ejemplo, a lo largo de ae (fig. 106), 
en las partes correspondientes al perfmetro de la seccion ac y de, 
la fatiga cortante t xu debe ser cero, puesto que la fatiga corres* 
pondiente t vx de la superficie fibre lo es — vease pag. Illy tam- 
bidn fig. 104 (c) — , mientras que en el trozo cd la fatiga cortante 
no es cero, sino la que hemos calculado en el alma y representado 
con ( tx V ) m in- Esto indica que en la union cd del alma y las alas 
la distribution de fatigas cortantes sigue una ley mas compfi- 
cada que la obtenida con nuestro analisis elemental. Para dis- 
minuir la concentration de fatiga en los puntos c y d, se redon- 
dean los angulos de union tal como se indica en la figura con fi- 
neas de puntos. Mas adelante se anafizara detalladamente la 
distribution de las fatigas cortantes en las alas (vease Segunda 
parte). 

Problemas 


1. Determinar (Tj mix y (T„,) m | n en el alma de una viga en I 
(figura 106), si b =» 12,6 cm., b x = 1,25 cm., h — 30 cm., h x = 26 */« cm. 

V = 16.000 kg. Determinar la fuerza cortante V x nb< 
T ^ T sorbida por el alma. 

| Rettpuesta : 

.. h . (t ot W == 470 kg./cm.*: (T Iy ) m(n = 354 kg./cm.*; 

2 JJ I Fj = 0,945 F. 

j Jp y 2. Determinar la fatiga cortante maxima en el 

•*" ** alma de una viga en T. (fig. 107), si h = 20 cm., 

Fio. 107 h x — 17 */s cm., b = 10 cm., 6, = 2 J / 2 cm. y V = 500 kg. 

Respuesta: Utilizando un metodo analogo al de la 
viga en I se encuentra (Tt„) m ax = 14 kg./cm. a . 

3. Determinar las fatigas cortantes maximas en los problemas 1 
y 6 del articulo 25. 
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29. Fatigas principales en la flexifin. — Utilizando las ecua- 
ciones (57) y (64), puede calcularse la fatiga normal <s x y la cor- 
tante n xy para cualquier punto de la seccion recta en cuanto sa 
conozca el valor del momento Sector M y de la fuerza cortante V 
para dicha seccidn. El valor maximo de a x corresponde a lai 
fibras mas alejadas de la finea neutra; por el contrario, general- 
mente el maximo valor de se presenta en dioha finea. En 1* 
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mayoria de los casos solamente estos valores maximos de a x 
y t xv obtenidos del modo indicado son los que se usan para el 
proyecto de las dimensiones de la viga, escogiendolas de modo 
que satisfagan a las condiciones 

5 y (txy)m &x <! T t 

Esto, suponiendo que el material resiste por igual los esfuer- 
zos de tracci6n y compresion y que a, es el mismo para ambas 
fatigas. Si no, las limitaciones seran: 

(crjmix ? a t para la traction; (cr x ) m i U 5 a t para compresidn. 

Hay casos, sin embargo, que requieren un analisis mas de- 
tallado de las condiciones de fatiga. Vamos a exporter el proce- 



Fig. 108 


dimiento a seguir en estos casos, considerando el de una viga 
simpiemente apoyada y cargada en el centro (fig. 108). Para un 
punto A situado por debajo de la finea neutra, el valor de las 
fatigas a x y t xy = t vx viene dado por las ecuaciones (57) y (64). 
En la figura 108 (b) se ve el modo de actuar sobre un elemento 
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infinitesimal separado de la viga alrededor del punto A, dedu- 
ct del sentido con que actuan M y V. Siendo este elemento 
infinitesimal puede suponerse que <j x y r xu son constantes a lo 
laygo de el y, por tanto, el elemento infinitesimal citado esta en 
el mismo estado de fatiga que el elemento de dimensiones fini- 
tas de la figura 37 (a). En aquel caso (vease pag. 44), vimos 
que las fatigas ligadas a las caras de un elemento tornado del 
cuerpo en estado de solicitacion varlan con las direcciones de 
estas caras y que es posible escoger las caras de tal forma que 
solamente se presenten fatigas normales (vease pag. 45). Estas 
direcciones se llaman principales y las fatigas correspondientes, 
fatigas principales. La magnitud de estas fatigas puede encon- 
trarse por las ecuaciones (31) y (32), sustituyendo en ellas 
a u = 0. De este modo se obtiene 



Donde se ve que a, nax es siempre extension y a raln siempre 
compresion. Conociendo las fatigas principales la fatiga cortante 
maxima en el punto sera (ecuacidn 34) 






(74) 


Para determinar las direcciones de las fatigas principales, 
puede utilizarse el circulo de Mohr. Para un punto tal como el 
A fig. 108 (6) — , el circulo de Mohr sera el de la figura 108 (c). 
Tomando la distancia OF — a x y DF = r xy , el punto D re- 
presentara las fatigas sobre los lados be y ad del elemento. 
La distancia OF se ha tornado en la direccion positiva de a y DF 
hacia arriba, por ser a x una fatiga de extension y por dar un par 
en el sentido de las agujas del reloj las fatigas cortantes z xy que 
actuan sobre los lados be y ad. El punto D, representa las fatigas 
ligadas a las otras caras ( ab y de) del elemento, en las que la fa- 
tiga normal es cero y la fatiga cortante es negativa. El circulo 
construido con DD X como diametro determina a = OA v 
= UD. De la misma figura se deduce el angulo 2<p, y la 
direccion de cr mai en la figura 108 (6) se obtiene tomando el an- 
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gulo (p a partir del eje x, en el sentido de las agujas del reloj. 
Como ya sabemos, CT mfn es perpendicular a cr miix . Tomando una 
seccion m 1 n 1 a la derecha de la carga P — fig. 108 (a ) — y consi- 
derando un punto A por encima de la linea neutra, las direcciones 
de las fatigas ligadas a un elemento abed tornado alrededor de A 
seran las de la figura 108 (d). El circulo de Mohr correspondiente 
se ve en la figura 108 (e). El punto D representa las fatigas li- 
gadas a las caras ab y dc del elemento abed y el punto D L las 
fatigas sobre las caras ad y be. El angulo <p y la direccion d 3 
las fatigas principales seran los de la figura 108 (d). 

Si tomamos un punto en la superficie neutra, a x valdra cero 
y el elemento en este punto estara sometido a esfuerzo cortante 


x 


Fig. 109 

puro. LaB direcciones de las fatigas principales formar&n dn- 
gulos de 45° con los ejes x e y. 

Se puede, repitiendo para diversos puntos las construcciones 
detalladas anteriormente, determinar dos sistemas de curvas 
ortogonales cuyas tangentes tengan en cada punto las direc- 
ciones de las fatigas principales en ese punto. Estas curvas no 
son otra cosa sino las envolventes de las direcciones principales 
y se denominan «trayectorias de las fatigas) o lineas isostaticas. 
La figura 109 muestra las trayectorias de las fatigas principales 
para el caso de una viga de secci6n rectangular en mensula car- 
gada en el extremo fibre. Todas las curvas cortan a 45° a la su- 
perficie neutra y tienen tangentes horizontales o verticales en 
los puntos en que x xy es cero, es decir, en las caras superior e in- 
ferior de la viga. Las trayectorias que dan la direccion de ct i1iAx 
estan representadas con linea llena y el otro sistema de trayec- 
torias con lineas de puntos. La figura 110 da las trayectorias y 
los diagramas de distribucion de las fatigas <s x y t xy para las di- 
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versas seccionesrectas de una viga rectangular simplemente apo- & 
yada bajo la accion de una carga uniformemente repartida. -Y; 
Se ve claramente que a x tiene su valor maximo en el centro y • ‘ 
que r w es maximo eh los apoyos, lugar donde actua la fnaxima i 
fuerza cortante l . 4 

Para calcular una viga, lo interesante es conocer el valor s' 
maximo de a. En la ecuacion (72) se ve que en las fibras mas % 
alejadas para las que es maximo el esfuerzo normal x xv , es cero, s 
por lo que a z es fatiga principal, es decir, <j mix = {a z ) mzx . Para I 
fibras mas prbximas a la linea neutra, a x es menor; pero tene- •>; 
mos, en cambio, una fatiga cortante x xv que al actuar unida # 
a a x puede producir en el punto una fatiga principal, dada por ■ 

^ ^ . la ecuacion (72), mayor nu- 

j II '~1 mbricamente que la encontra- 5 

t, l Tyx / /°™” /&*, j da para la fibra mas alejada. 

I ~ " \ ” ~\enZ En el caso de vigas de seccibn 

\ \ °* \ \ rectangular o circular, en las 

- ‘ que varia de modo conti- 

X^xq, in nuo segun la altura, no es fre- 

cuente este caso y la fati- 
ga (<r J .) ni4l calculada para la fibra mas alejada en la seccion en % 
que el momento Hector es maximo es la fatiga maxima que actua 
en la viga. Hay casos, sin embargo, como en las secciones en I, i 
en los que puede ser maxima la fatiga en puntos distintos de los 
mas alejados de la linea neutra. La variation brusca de fatiga % 
cortante que en este tipo de vigas hemos visto se presenta eh s 
la union de las alas y el alma puede originar que la fatiga maxi- 
ma en los puntos de esta union sea superior a la fatiga de ex- 
tensibn (n x ) mAl en las fibras mbs alejadas. Como ejemplo, con- 
sideremos el caso de carga de la figura 108 (a) con una viga 
en I de las dimensiones del problema 1 (pag. 116): la longitud p 
1= 60 cm. y P = 60.000 kilogramos. Entonces, M mix = 450.000 f 
kg./cm.; F m4x = 16.000 kilogramos. Por la ecuacion (57), la fati* % 
ga de extension en la fibra mas alejada sera % 

(hc)miix = 604 kg./cm. 2 . 

1 En la obra de I. Wagner, Zeitschr. d. Osterr. Ing. u. Archit Ver,, ,> 
pbgina 815, 1911, se disouten varios ejemplos de construction de tra- 
yeotorias da teosiones. \ 


Fig. Ill 
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En un punto de la union del alma y las alas, las fatigas son 

_ 6042126) : 52g g kg /cm * 

30 

t x „ = 35 ,4 kg./cm. 2 . 

Empleando la ecuacibn (72) se obticne para la fatiga prin- 
cipal el valor 

Cmkx = 706,4 kg./cm. 2 . 


Se ve que d ra4x , en la unibn del alma y las alas, es mayor 
que las fatigas en las fibras mas alejadas y, por consiguiente, 
debe tenerse en cuenta al proyectar la viga. Las variaciones 
de a x , -z xy , o m4x y a min a lo largo de la altura de la viga se ven 
en la figura 111. 

Problemas 


1. Determinar a m4x y a mtn en un punto a 5 cm. por debajo de la 
linea neutra en una seccibn distante 90 cm. del extremo cargado de 
una viga en mbnsula (fig. 109), si la altura es h => 20 cm., el ancho 
b = 10 cm. y P = 1.000 kg. Determinar el Angulo entre en este 
punto y el eje x. 

Solution : 

(c,) = — 67,5 kg./cm.*, t x „ = 5,6 kg./om.*, o mAx => 0,45kg./cm. 2 , 
“min = ~ 67,9 kg./cm. 2 . 

El Angulo entre y el eje x es 85° 16', medido en sentido dex- 
trorso. 

2. Determinar y a ro(n para la linea neutra de una seccibn si- 
tuada a 30 cm. del apoyo izquierdo en una viga de seccion rectangular 
cargada uniformemente y apoyada en los extremos (fig. 110). Las di- 
mensiones de la seccibn recta son las del problema anterior, q -- 5.000/3 
kg./m.; 1 = 3 m. 

Reapuesta: 

= 16 kg./cm.*. 

3. Determinar la longitud de la viga en I considerada en la pAgi- 
na 120, si (<r x ) mjix es igual a a max en la unibn del alma y las alas. 

Respuesta: 

l = 99 Vj cm. 

30. Fatigas en vigas eompuestas. — En la prbctica de la in- 
genieria se usan frecuentemente vigas formadas por diversos 
perfiles unidos a lo largo de la viga, de formas variadas, segun 
el material y las aplicacion.es, 
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Las fatigas en este tipo de vigas se calculan corrientemente 
suponiendo que las diversas partes de la seccidn estan rigida- 
mente unidas. Los c&lculos comprenden: (a), el proyecto de la 
viga como un solido unico, y (b), el proyecto y separation de los > 
elementos que unen las diversas partes de la viga. Para el pri- t 
mero se emplean las formulas que hemos establecido para vigas ; 
de una sola pieza, descontando de la seccion los huecos que ocu- 
pan los roblones, tornillos, pernos, etc. Los calculos de las unio- 
nes los indicaremos por medio de ejemplos. 

Sea primeramente una viga de madera compuesta, como in- 
dica la figura 99. Las llaves introducidas entre los dos tablones se 
calculan para que absorban las fuerzas cortantes S — fig. 99 (b ) — . | 

De este modo, el calculo de a x puede hacerse por la ecuacion (57). : 

Para tener en cuenta la disminucion de seccion produeida por f 
las llaves y tornillos solamente tendremos en cuenta como util 
la seccion rayada en la figura 99 (c). De este modo, 5 

c i. 

1 Z ;vi 

Para calcular la fuerza cortante S que actua sobre cada Have 
se supone que esta fuerza es igual a la fuerza cortante distri- ' 
buida en una viga de una sola pieza sobre el area eb de la su- . f. 
perficie neutra, siendo b el ancho de la viga y e la distancia 
entre los puntos medios de dos llaves consecutivas (vease figu- 
ra 99). Empleando la ecuacion (66) y considerando que la al- f 
tura de la viga es igual a 2 h en este caso, se obtiene 

o , 3 V 3 Ve % 

S — eb ■ = (75) \ 

2 b2h 2 2 h ■; 

Las dimensiones de las llaves y la distancia e entre ellas de- 
beran escogerse de modo que la Have y las entaUaduras de la ■} 
viga resistan con seguridad a los esfuerzos que las solicitan. 

Se acostumbra a suponer que las fatigas cortantes se distribu- : 
yen de modo uniforme en la seccion media ax 6 de la Have y que 
la presion de las caras laterales de dichas llaves se distribuye 
uniformemente sobre las areas c X b. Representando por t la ^ 
fatiga cortante de trabajo para las Haves y por a[ la fatiga de 
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trabajo para la compresion lateral de la madera de llaves y en- 
taHaduras, se tendran las limitaciones siguientes: 



Es necesario tambien limitar la fatiga cortante para la ma 
dera de la viga comprendida entre dos llaves. 

La fuerza cortante es tambien 8 y el area resistente b (e — a). 
Representando con x' t la fatiga cortante de trabajo del mate- 
rial de la viga a lo largo de las fibras, se tendr& 

‘S - , 

■ ^1T t . 

fe(e ■ — a) 

Ademas de las Haves se acostumbra a poner pernos que en- 
lazan las partes de la viga. Por la accion de la presion desarro- 
Uada al apretar los pernos se produce rozamiento entre las partes 
de la viga que absorbe esfuerzo cortante. Este rozamiento se 
acostumbra a despreciar en los calculos y se supone, tal como 
hemos hecho, que la totalidad de la fuerza cortante la absorben 
las Haves. Los ensayos realizados con vigas de madera com- 
puestas han mostrado que son menos resistentes que las vigas 
de una sola pieza de las mismas dimensiones L 

Para el calculo de a x en vigas en I compuestas, el efecto de 
los agujeros para el remachado se acostumbra a tener en cuenta 
suponiendo que todos los agujeros estan en la misma seccion 
recta — fig. 112 (a) — de la viga 2 y prescindiendo de sus seccio- 
nes diametrales al calcular el I z de la seccion, que luego se ha 
de emplear en la ecuacion (57). 

Para calcular la fatiga cortante maxima se tiene tam- 
bien en cuenta el aligeramiento de la seccion producido por los 
agujeros del roblonado. Debe disminuirse la seccion del alma 

e — >d . 

por el efecto de los agujeros en la relation — — — , siendo e la dis- 

1 Los experimentos realizados por el profesor E. Ki dwell en el 
Michigan College of Mines muestran que las vigas de madera com- 
puestas tienen alrededor del 75 por 100 de la resistencia de las vigas 
macizas de las mismas dimensiones. 

* Los agujeros en el alma se presentan tinicamente en las seccio- 
nos eorrespondi entes al roblonado de los angulares de refuerzo. 
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tancia entre centres de agujeros y d el diametro de ellos. Por 

g 

esto, el factor ^ ^ se incluye corrientemente en el segundo 

miembro de la ecuacion (64) para el calculo de x xy en el alma 
de las vigas en I compuestas. 

Este modo de calcular el efecto debido a los agujeros es una 
grosera aproximacidn. El estudio de la concentration de la fa- 

M M+AAf 

T I TP° 

--;-T I 


cuoio. 


Fig. 112 > 

tiga en los alrededores de un agujero se verii m&s adelante (vdase f 
Segunda parte). Para calcular la fuerza cortante que obra sobre 
un remache, tal como el A — fig. 112 ( b ) — , consideremos las dor) 
secciones rectas ran y ra 1 n 1 . Debido a la diferencia de momentos f 
flectores en esas secciones, las fatigas normales a x en las seo- 
ciones ran y m l n 1 seran difcrentes y existira una fuerza que 
fiend e adeslizar el ala de la viga rayada en la — figura 112 c — , tt j 
lo largo del alma. Este deslizamiento se evita por las fuerzas de §. 
rozamiento y por el remache A. Despreciando el rozamiento, la;' 
fuerza que actua sobre el remache es la diferencia de las fuerzas " 
que actuan en las secciones ran y m l n l del ala. La fuerza en el « 
ala para la seccion ran es (vease ecuacion (a), pag. 108): 

!/~ J 

extendidndose la integral al area rayada. Del mismo modo, par* 
la seccion m 1 n l se obtiene f 

r ydA . 1 

1 * J '? 
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La fuerza transmitida por el remache A desde el ala al alma 




Usando la ecuacidn (50) y sustituyendo dx por la distancia e 
entre remaches, se obtiene 

A M — Ve. 

donde V es la fuerza cortante para la seccidn de la viga que pasa 
por el roblon A. Sustituyendo en la ecuacion (a), se obtiene 




La integral de esta ecuacion representa el momento de la 
seccion del ala — parte rayada de la fig. 112 (c)— con relation al 
eje neutro z. 

Se ve facilmente que el robldn esta solicitado por esta fuerza 
total a trav6s de dos secciones rectrs. Suponiendo que dicha 
fuerza S se distribuye uniformemente sobre estas dos secciones, 
la fatiga cortante en el robl6n sera 


2Ve f J A 


La fuerza S produce al mismo tiempo una fatiga cortante en 
el alma de ia viga a lo largo del piano ab — vease figura 1 ! 2 (6) — . 
Suponiendo que esta fatiga se distribuye de modo uniforme a lo 
largo del area b x (e — d), se obtiene 


L . ~iL_ f t 

bjl t e — dj 


A esta fatiga producida por las fuerzas S transraitidas desde 
las alas debe anadirse la t" debida a la flexion del alma. La 
magnitud de estas fatigas se obtendra utilizando la ecuacion (6), 
en la que / ydA se referira ahora a la porcidn de seccion rec- 
tangular del alma situada por encima del piano ctb. De este modo 
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se llega a la expresion siguiente para la fatiga cortante en 
el alma a traves de la seceion ab: 


_ T . + T »_L._i_ f, 

b r I t e-dj ' 


extendi6ndose la integral al Area que apareee rayada en la figu- 
ra 112 (d). Conociendo g x y pueden calcularse cr m4x y o mln para 
los puntos del piano ab mediante las ecuaciones (72) y (74) y 
determinarse las direcciones de estas fatigas principales. 

El calculo de las fatigas en las vigas en I compuestas hemos 
visto que exige la admision de. varias hipotesis con el fin de sim- 
plificar los calculos. Esto reduce en cierto modo la seguridad 
en los valores calculados para las fatigas, lo que debera tenerse 
en cuenta al elegir los valores de las fatigas de trabajo *•, reba- 
jandolos convenientemente. 

Problemas 

1. Una viga de madera compuesta (fig. 99) esta formada por doa 
tablones de seccidn rectangular unidos por llaves. Determinar la fuerza 
cortante que obra sobre las llaves, la fatiga cortante en ellas y la pre- 
sidn por unidad de Area en sus caras laterales si la carga P = 2.500 kg., 
el ancho de la viga b = 12 l / 2 cm., la altura 2k = 40 cm., el ancho de 
la Have « = 7 l / 2 cm., su altura 2c = 6 % cm. y la distanciu cntre 
centros de llaves e = 27 1 /, cm. 

ReapUesta: 

S 3 1 : 2 - 50 j 2L 2 7 J m 1.290 kg. 


La fatiga cortante en la Have es 
1.290 

T “ I2i x 7i“ 


13,7 kg./om. 1 


La presi6n por unidad de area en la earn lateral es 
S 1.290 X 2 00 . . , 

p = 6T^T2r = 33kg - /cm - 


1 Experimentalmente se ha comprobado que la rotura de vigas 
en I se debe generalmente al pandeo del ala comprimida o del alma 
(vdase II. F. Moore, Universidad de Illinois, Boletin rium. 68, 1913) 
El problema del pandeo se examinara inas adelante. La influencia de 
la flexion de los roblones en la distribucion de las fatigas en las vigas 
en I ha sido discutido por I. Arnovlevic, Zeitschr. j. Architekt. u. Inge • 
nieurwesen, pAg. 67, 1910. Los resultados obtenidos para vigas de di- 
mensiones oorrieutes indioua que las fatigas aumentaa alrededor da 
ua 6 por 100. 
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2. Determinar la fatiga cortante en la linea neutra de tin a viga 
7 

cuya alma tiene 1 ^ cm. de grueso y 125 cm. de altura y cuyas alas 

estan formadas por dos pares de angu lares de 15 X 15 x 1 % cm. 
cuando la fuerza cortante total en la secci6n sea 75.000 kg. Determinar 
tambidn las fatigas cortantes en los roblones que unen las alas al alma 
si el diametro de estos roblones es 2,5 cm. y la distancia entre oentros 
de roblones e = 10 cm. (fig. 112). 

Solution. Para las dimensiones dadas se tiene: 

I, = 796875 cm. 4 . 

El momento de media seceion con relacion al eje neutro es 


L 2ydA 


' 7844 cm.*. 


De la ecuaci6n (64) se obtiene 

, . 75.000 x 7.844 „„„ „ , , . 

(■tayW = — s = 393,6 kg. /cm.*. 

^ X 796875 
4 

Si se considers el efecto de los agujeros de los roblones se obtier.e 

I--,),*, = — x 393,6 = | X 393.6 = 524.8 kg./cm.*. 
e — a A 

La fuerza S trammitida por un robldn, deducida de la ecuacidn (76). 


S = 3,€40 kg. 

La fatiga cortante en el robldn, ecua- 
cion (77), es: 


3.940 X 2 
3J4 x 2.52 : 


1 401 kg./cm. a 



3. Determmar o m4x en los puntos del k 

piano ab (fig. 112), situado a 53% cm. de la Fro. 113 

linea neutra si las dimensiones de la viga 

son las del problema anterior, V = 75.000 kg. y el momento fleeter 
M = 376 x 10 4 kg. x cm. 

Solution: De la ecuacion (78) se obtiene 

ty, = 344 kg./cm. a 
o x = 252,8 kg./cm. a 

= y + |/ j- + W = 492,8 kg./cm.* 
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4. Determinar la fuerza cortante en los roblones que enlaznn toa i 
doa carriles que forman la viga de la figura 113 si el area de la seccidn 
recta de un carril es A = 62,5 cm. 1 , la distancia del G de 0 de un ca*. 
rril a su cara inferior es c = 7 1 / } cm., el M de I de la seccidn de Un 
carril respecto al eje que pasa por su 0 de G y es paralelo al eje Z ee 
1662,6 cm. 4 , la distancia entre roblones es e = 16 cm. y la fuerza oor*) 
tante V = 2.600 kg. 

j Soluctdn: -y 

H = 866 kg. i 




| 




CAPTTULO V 


deformaciOn de vigas 

CARGADAS TR ANSVERSALMENTE 

31. Eeuaci6n diferencial de la eldstiea. — Al proyectar una 
viga interesa eorrientemente conocer no solo las fatigas produ- 
cidas por las cargas que la solicitan, sino tambien las deforma- 
ciones que dichas cargas producen; en mucbos casos, ademas, 



Fro. 114 


se impone, comn criterio de calc;ulo, que la flecha maxima no 
exceda de cierta fraccion de la luz. 

Sea la eurva AmB (fig. 114) el eje de la viga una vez defor- 
mada por la flexion. Esta curva se denomina elastica. 

Para encontrar la eeuacion diferencial de esta curva tomare- 
mos los ejes coordenados que indica la figura y supondremos que 
la curvatura de la elastica en cualquier punto depende unica- 
mente del valor del momento Sector M en este punto x . En este 

1 El efecto de la fuerza cortante en ia curvatura se vera mAs 
adelante (v6ase art. 39). Se encontrarA que este efecto es generalmente 
pequeno y puede despreciarse. 
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caso, la relaoi6n entre curvatura y momento es la misma que - 
en el caso de flexion pura (vease ecuacidn 66) y, poi tanto, '■(, 

i = *- . («) 

r HI, . , 

Consideremos dos secciones adyacentes m y m, separadas. 

por da sobre la elastica. Si representamos por 6 el angulo que 

la tangente en m forma con el eje x, el angulo que forman las 

normales a la elastica enmym, sera <20. El pun to 0 de interseo- - 

ci6n de estas normales da el centro de curvatura y define la f 

longitud r del radio de curvatura. Por consiguiente, 

1 <20 ; 

da — r<20 y - = — . (b) | 

r da f 

'i\ 

Con referenda al signo, debe observarse que el momento ? 
flector se toma positivo en la ecuacion (a) si produce concavi- , 
dad hacia arriba (vdase pag. 68), siendo, por tanto, positiva la % 
curvatura cuando el centro de curvatura tiene, respecto de la 
curva, la posicion que en la figura 114. Se ve que en este caso el 
&ngulo 0 disminuye a medida que el punto m se mueve sobre la 
curva de A a B. Por tanto, a todo incremento positivo da co- 
rresponde uno negativo <20. Teniendo en ouenta el signo, la i 
ecuacion (6) debe escribirse f 

to ; 

r da 

En el caso, general en la practica, de que las deform a ci ones | 
scan pequeiias y, por tanto, la elastica de curvatura poco acen- 
tuada, puede escribirse con aproximacion suficiente ' 

da^dx y 0 »» tg 0 = -p ■ .. 


0 tg 0 = — ■ 
dx 


Sustituvendo estos valores aproximadoe d & da y 0 en la 
ecuacion (c), se obtiene s 

i^- d X (e)| 

r dx 2 | 

La ecuacidn (a) ser& entonces f 

El t — = — M, ( 79)1 

dx* I 
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ecuacidn diferencial buscada y que debe integrarse en cada caso 
particular para encontrar las deformaciones de las \ngas. 

El signo de la ecuacidn (79) depende de la direccidn de los 
ejes coordinados. Si tomamos, por ejemplo, positivo hacia arriba 
el eje y seria necesano escribir 

0~_^ 

dx 

en vez de la ecuacidn (<2), y obtendrlamos signo mas en lugar 
de menos en el segundo miembro de la ecuacidn (79) 

Cuando estudiemos la deformacion de piezas muy esbeltas, 
en las que las flechas pueden ser grandes, no se pueden haoer 
las simplificaciones (d) y debe manejarse la expresion exacta 


De donde 


S _arot g Q. 

d arc tg W 
\dx) dx _ 


Ht)l 


Comparando este resultado con la ecuacidn (e) puede dedu- 
cirse que las simplificaciones que envuelven las ecuaciones (d) 

son equivalentes a suponer que la cantidad existente en 

el denominador de la fdrmula exacta (/) es pequena comparada 
con la unidad, y puede, por consiguiente. despreciarse 1 

Diferenciando la ecuacidn (79) respecto a x, y empleando 
las ecuaciones (50) y (51), se obtiene 

EI^^—V 

dx 3 


EI Z - V = q. (80) 

dx 4 

1 La expresidn exacta de la curvatura (/) fu6 utilizada en los pri- 
meros estudios sobre eldsticas. Fu6 usada, por ejemplo, por L Euler, 
en su famoso libro sobre Curvas elasticas, del que se ha pubhcado, en 
noviembre de 1933, una traduccion al ingl6s en Uis, num. 58 (vo- 
lumen XX, 1). 
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Esta riltima ecuacibn se utiliza a veces para estudiar la defor- 
mation de vigas por la action de oargas distribuidas. 

32. Flexibn de una viga uniformemente cargada apoyada 
en sus extremos (fig. 63). — El momento Hector en una section 
mn, a distancxa x del apoyo izquierdo, es 


y la ecuacion (79) se escribe 

El.P- 


qlx qx % 


Multiplicando ambos miembros por dx e integrando, se obtiene 

E7,* = _!^‘+ { -+0, (a) 

dx 4 6 

donde C es una constante de integracibn que debe satisfacer las 
condiciones del problema. Debido a la simetria, la pendiente en el 

centro de la elastica es cero. Haciendo == 0, cuando x — 

se obtiene 

24 

y la ecuacibn (a) se transforma en 

is, 

dx 4 6 24 

Integrando otra vez, 

La nueva constante de integracibn se obtiene por la con- 
dition de que la flecha en el apoyo es cero, es decir, para x = 0, 
y — 0 en la ecuacion (c), lo que da C 1 = 0. La ecuacion de la 
elasnea sera, por tanto, 


24 El. 


-(Px — 2 lx* -j- x 1 ). 
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en el extreme empotrado. Sustituyendo, por tanto, x = l e 
y = 0 en la ecuacion (6), se obtiene 


Escribiendo este valor de C\ en la eeuacidn (b) tenemos 

y — — - — (x 4 — 4Z 3 x4-3/ 4 ). (84) 

24#/, 

Esta ecuacidn corresponde, por consiguiente, a la elastica 
de una m4nsula cargada uniformemente. Si la mensula tiene em- 
potrado el extremo izquierdo en lugar del derecho —fig. 115 (6) — , 
la elastica se obtiene escribiendo ( l — x) en lugar de x en la 
ecuacion (84). De esta forma se encuentra 

« = — 1— (x 4 — 4 lx s + 6 l 2 x 2 ), (85 ) 

y 24 El, 

Problemas 

1. TJna viga de madera simplemente apoyada y cargada de modo 
unifonne tiene de vano 3 m. Hallar la flecha maxima si (aj.) m4x = 80 
kg. /cm. 1 , E = 10* kg./cm. a y q — 7 kg. /cm. 

2. Hallar la altura de una viga de acero en I, simplemente apo- 
yada y uniformemente cargada, cuya luz es 3 m., si la fatiga maxima 
por flexidn es 1.200 kg./cm. a y la flecha maxima 3 mm. 

3. Una mensula de luz 3 m. cargada uniformemente tiene una fle- 
cha en su extremo igual a 0,011. jCual es la pendiente de la elastica 
en dicho extremo? 

4. iQu6 volado debe tener una mensula uniformemente cargada 
si la flecha, en el extremo libre, es 2,6 cm. y la pendiente de la elas- 
tica en el mismo punto es 0,01 ? 

5. Una viga de acero en I, cargada uniformemente y simplemente 
apoyada en sus extremos, tiene una flecha en el centro de 8 nun. La 
pendiente de la elastica en los extremos es 6 = 0,01. Hallar la altura 
de la viga si la fatiga maxima por flexion es o = 1.400 kg. /cm.*. 

i Solution : Utilizaremos las formulas conocidas 


6_ ql* 
384 El' 


24 El’ 


De las dos primeras se deduce: 


' 80 cm. 


8 * 2 /* 


l = 2,56 m. 


.-it 
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La segunda. formula da: 

ql a 3 EQ 3 x 2 X 10 s X 0,01 
8 1~ l ~ 256 

Sustituyendo en la tercera fdrmula se obtiene 
2 X 1.400 x 256 _ 


3 x 2 x 10 s x 0,01 


12 cm. 


33. Deformacidn de una viga simplemente apoyada por una 

carga concentrada. — En i a j? 6 __ 

este caso el momento flee- ^ \ m b 

tor tiene dos expresiones * -j„ * 

diferentes (veanse pags. 71 / — — 

y 72), segun que conside- y 

remos el trozo a la izquier- Fig. 116 

da de la carga o el que esta 

a la dereeba (fig. 116). Con esta consideration tendremoa 

El, — = — — x para x ^ a 
dx 2 l 


±0 

X + P {x — a) para x^a. 

If 


Integrando estas ecuaciones se obtiene 




Pbx 2 n ^ 

- — [- 6 para is® 

2 l 


et j dy Pbx 2 P {x of q ra x ^ a \ 

Como los dos trozos de elastica deben tener la tangente 
comun en el punto de aplicacion de la carga P, las expresiones 
de la pendiente (a) deben ser iguales para x = a. De ello se de- 
duce que las constantes de la integration son iguales, es deeir, 
C = C v Integrando por segunda vez, despues de sustituir <7, 
por C, se obtiene 

El z y = — + Cx + C 2 para x^a ) 

Op f - . 

y < 6 > 

*I# = -liT + — T^+°’ , + 0 > r ar “ *6“) 
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Como los dos trozos de la elastica tienen la misma flecha en 
el punto de aplicacion de la carga, las expresiones (6) deben ser 
iguales para x = a. De ello se deduce que C 2 = C 3 . Finalmente, 
para determinar las dos constantes C y C 2 haremos uso de que 
la flecha en los apoyos es nula. Poniendo i = 0 e ^ = 0 en la 
primera de las dos ecuaciones (6), sale 

G% = C 3 = 0. (c) 

Escribiendo y = 0 y a; = 1 en la segunda de las expresio- 
nes (6), obtendremos 

n Pbl Pb 3 Pb ( l 2 — b 2 ) 

G = = i { d ) 

6 6 1 61 

Sustituyendo los valores (c) y (d) de las constantes en las 
ecuaciones ( b ) de la elastica, resulta 


El z y = — - ( l 2 — b 2 — x 2 ) para x <, a 
61 


Pbr 

EI z y — ~~ (P — b 2 

b l 


x 2 ) + 


P(x — a) 3 


para x^a. 


EI p = ™ 

dx 6 1 ' 


Sx 2 ) + 


para x^a. 


La primera de estas ecuaciones da las flechas para el trozo 
izquierdo de la viga, y la segunda las da para el trozo derecho. 
Sustituyendo el valor ( d ) en las ecuaciones (a), se tiene 

EI Z — b 2 — 3 x 2 ) para x<,a \ 

y } («) 

t?j dy Pb n P(x — o) 2 \ 

EI *dx = Tl {l b 3a ^ + g para ) 

Mediante estas ecuaciones se calcula facilmente la pendiente 
de la elastica en cualquier punto. Haciendo x — 0 en la pri- 
mera de las ecuaciones (e)p y x = l en la segunda, se obtienen 
las pendientes 6 X y 0 2 en los extremos de la viga J , 

«,-(*) ( 88) 

U*/.-, 6 IEI, 

8, = /®) __ «■*(« + ■» . ( 89, 

\dx/ z=l 6 lEI t y ' 

1 Para pequenas curvaturas, caso general, las pendientes 0, y 0, 
son num<5rioamente iguales a los Angulos de rotacion de los extremos 
de la viga durante la flexidn, tomando positivas las pendientes cuando 
los giros son en el sentido de las agujas del reloj. 




DEFORMACrdN T)E VTQAS 


137 


La flecha maxima acontece en el punto en que la tangente 
a la elastica es horizontal. Si a > 6 como en la figura 116, la 
flecha maxima corresponde evidentemente al trozo izquierdo de 
la viga. Se encuentra su posicion igualando a cero la primera de 
las ecuaciones (e), 

P — b 2 — 3-c 2 = 0, 

de donde 

VF^F' 

‘““VS-' m 

valor de la abscisa a partir del extremo izquierdo del punto de 
la flecha maxima. Para hallar dicha flecha maxima se sustituye 
la expresion (/) en la ecuacion (86), y se obtiene 

Pb (l 2 — b 2 )* 

~ TVSTs/T * 

Si la carga P se aplica en el centra de la luz, la flecha ma- 
xima acontece evidentemente en esta parte tambien. Su valor 

se obtiene poniendo b — \ en la ecuacion (</), lo que da 

(y)z^' i = Pl * . (90) 

De la ecuacidn (/) se deduce que en el caso de una carga 
concentrada la flecha maxima se produce siempre en un punto 

prdximo al centra de la viga. Cuando b = acontece en* dicho 

u 

centra; en el caso limite, cuando b es muy pequeno y P actua 

l 

en el apoyo, la distancia x dada por la ecuacion (/) es ^=, y el 
punto de flecha maxima esta solamente a una distancia 

-L— l = 0 , 077 / 
a/3 2 


del centra de la viga. Debido a esto la flecha en el centra es una 

buena aproximacion de la flecha maxima. Haciendo x — l. en la 

2 
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ecuacion (86), obtendremos para la flecha en el centro el valor j 

Ph 

(V)z-t = — — - (3Z 2 — 46 2 ) . (91) .2 

u>i 48 El 2 | 

La diferencia entre las flechas (g) y (91), en el caso mas des- 
favorable, cuando b tiende a cero, es solamente un 2,5 por 100, f 
aproximadamente, de la flecha maxima. 


( Problemas > 

1. Hallar la posicidn de la carga P (fig. 116) si la relacidn entre ) 

los valores numerieos de los giros en los extremes de la viga es ? 

i 0x | _ 3 a 

02 1 ~ 4 ‘ I 

2. Hallar la diferencia entre la flecha rn&xima y la flecha en el 

centro de la viga de la figura 116, si 6 = 2a. ;; 

3. Hallar la flecha maxima en la viga de la figura 116, si AB es 

una I de 20 cm. de altura del catalogo de Altos Homos, y a = 3,60 m., ' 

b = 2,40 m. y P = 1.000 kg. ) 

4. jCu&l sera la flecha maxima si la viga en I anterior se susti- 
tuye por una viga de madera de seccidn 26 x 25 cm. El modulo de 
elasticidad de la madera es E = 10 5 kg. /cm. 2 . 

.1 

I "J*- 

\ 34. Modo de encontrar las deformaciones en la flexidn uti- ' 

lizando el diagrama de momentos flectores. Metodo de super- , 
posicidn. — En artfculos anteriores se ha visto que la curva de 
flexion de una viga prismatica de seccion constante, llamada 

1 tambien linea elastica, o «simplemente elastica», puede determi- 

narse integrando la ecuacion diferencial (79). En algunos casos, 
sin embargo, basta conocer la deformation en un punto deter- % 
minado, y el problema se simplifica utihzando el diagrama del 
momento flector tal como se indica a continuation 1 . 

En la figura 117, AB representa un trozo de elastica, y a 1 b 1 
la parte correspondiente del diagrama de momentos flectores. f 
> 

1 El empleo del diagrama del momento flector para el c&lculo de 
deformaciones on vigas ha sido dosarrollado por O. Mohr (v6ase Zeitschr. 
d. Architektum und Ingenieur Vereins zu Hannover , pag. 10, 1868). V ea- 
se tambien O. Mohr, Abhdndlungen aus dem Gebiete der Technischen 
Mechanick, pag. 294, Berlin, 1906. Un motodo analogo fue desarro* 

, llado independientomente de O. Mohr por el profesor C. E. Green, c- 

Universitv of Michigan, 1874. 

I- | 
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Dos secciones adyacentes de la viga, separadas por la distan- 
cia ds, forman despues de la flexion un anguio d0, y por la 
ecuacidn (56), 


Para las vigas que corriente- 
mente se usan la curvatura es 
muy pequeha y puede sustituir- 
se ds por dx. De este modo, 

r/0 = ~~ (Mdx). (a) 


Interpretada graficamente, la [ ^ j j 

ecuacion (a) indica que el angu- 
lo elemental ri(), entre dos nor- Fig. 117 

males o dos tangentes consecu- 

tivas de la elastica, es igual al area elemental rayada Mdx de 
la superficie de momentos dividida por la rigidez a la flexion '. 
Como esto se verifica para cada elemento, el anguio finito 0 
que forman las tangentes en A y en B se obtendra sumando 
los elementales de las ecuaciones (a). Es decir, 


_ P_L 

Ja EI 


y, por tanto, el anguio entre las tangentes en dos puntos A y B 
de la elastica es igual al area del diagrama de momentos flecto- 
res, comprendida entre las verticales correspondientes, dividida 
por la rigidez a la flexion de la viga. 

Consideremos ahora la distancia del punto B a la tangente 
AB' en el punto A. Recordando que la elastica tiene pequeha 
curvatura, esta distancia puede medirse sobre la vertical BB' . 
La parte de esta vertical inter ceptada por las tangentes corres- 
pondientes al elemento mn vale . 

7n Mdx 
xdv= x , 


1 La ecuaci<5n (a) es homog^nea: <70 se mide en radianes, es decir, en 
un, numero abstracto: Mdx, en cm. kg. X cm. EI Z , en kg./cm. 2 x cm. 4 . 
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lo que representa -py- del momento del area rayada Mdx reg- 
pecto a la vertical de B. Por integracion, el valor de BB' sera 


C B 1 

r = S= — — xMdx, 

Ja SI, 


y, por tanto, la distaneia de B a la tangente en A es igual a! 
momento con relacion a la vertical de B del area del diagrama 
de momentos flectores comprendida entre las verticales de A 
y B, dividido por la rigidez ET Z de la viga a la flexion. Utili- 

f- « — I 



Tnangu/o 
Area %/A 


Parabola 
Area */j/A 


riMlUl 



Parabola 

Area 14 lb 


Parabola cubica 
Area '/«lh 


Fig. 118 


zando las ecuaciones (92) y (93), la pendiente de la curva de 
flexion y el corrimiento de los centros de gravedad de las sec- 
ciones de la viga puede calcularse con facilidad. Mas adelante 
expondremos algunos ejemplos y discutiremos los resultados. 

Es interesante notar que la deformacion de una viga de rigi- 
dez a la flexion dada (vease ecuacion 93) esta determinada por 
el diagrama del momento flector. De ello se deduce una conse- 
cuencia importante. De la definicidn de momento flector (ar- 
ticulo 19) se deduce que el producido en una seccion mn de una 
viga por varias cargas que obran simultaneamente es igual a la 
suma de los momentos producidos en la misma seccion por las 
diversas cargas obrando por separado. Teniendo en cuenta la 
ecuacion (93), deduciinos que la deformacion producida en un 
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punto de una viga por un sistema de cargas que actuan simulta- 
neamente puede obtenerse sumando las deformaciones produci- 
das en ese punto por cada carga aislada. Por ejemplo, si se co- 
noce la elastica producida por una carga concentrada (ecuacio- 
nes 86 y 87), la que producen varias cargas se obtiene por simple 
sumacion. Este metodo de ealeular las deformaciones se deno- 
mina cmetodo de superposicion». El calculo de las integrales (92) 
y (93) se simplifica usando formu- p 

las referentes a areas y centros de fyA — x *L 

gravedad. Algunas de ellas se dan 
en la figura 118. ^ 

35. Elastica de una viga en 0 L. p 

voladizo. — En el caso de una viga J ph-*) 

en voladizo con una carga concen- pi [" '/V 

trada en su extremo — fig. 119 (a) — , I 

dado que la tangente en el extremo ' 1 

empotrado A permanece fija y ho- p IG . no 

rizontal en la deformacion, las dis- 

tancias a ella, verticalmente contadas, desde todos los puntos de 
la elastica, no son otra cosa que los corrimientos o flechas de 
cada uno. El angulo 0 6 , que la tangente en B forma con la tan- 
gente en A por la ecuacion (92) sera 


Fig. 119 


Qt = PI •- 


2 EI Z 2 El, 


La flecha 8, calculada por la ecuacion (93) como el momento 
del area aba v respecto a la vertical de b dividido por EI„ es 


8 = PI. I • - l 


2 3 EI Z 3 El, 


El giro de cualquier otra seccion, tal como mn con relacion a la 
de empotramiento, es el area m'n'aa 1 de la figura 119 ( b ) divi- 
dida por EI Z . 

En el caso de curvaturas pequenas, como acontece en las 


1 Se calcula el valor num&rico del giro. Su sentido se deduco 
facilmente viendo el modo de actuar las cargas. 
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2- c - J 

iSL 

1 

1 

| ^r'er- 

i 4— 


1 

— \3 


elasticas de las vigas, el angulo 0 puede igualarse a su tangente 
y se obtiene 

[i-fcsa ( 96> 

tx 2 ill. I I» J 

La flecha y para la misma seccion es el momento del area 
m'n'aa u respecto a mn' dividido por EI Z (vease ecuacion 93). 
Descomponiendo este area en el reetangulo y triangulo indica- 
dos en la figura, se obtiene 

1 r , x 2 Px 2 2a; 1 P (la 2 x a \ 

y ~Jl z [ P{l X) 2 + 2 3 J £/J 2 6 ) 

Para una viga en voladizo soinetida a la accion de una earga 
concentrada P, obrando a una distancia c del empotramiento, 
el diagrama de mementos flectores sera el de la figura 120 (b). 

El giro de cada seccidn res- 

x -f? i pecto a la de empotramiento, y 

/ /, T~ c " \m ' x la flecha para las secciones situa- 

^ 1 — js- \ Q das a la izquierda de la carga 

„ 1 d\ U "1 vendrian dados por las ecua- 

~r p I x ciones (96) y (97) reemplazando 

1 x-jc J l por c. Para las secciones a la 

a y (b) derecha de la carga el momento 

Fig 120 Sector y, por tanto, la curvatu- 

ra, son nulos; es decir, esta parte 
de la viga permanece recta en la flexion. El giro de cada seccion, 
respecto a la de empotramiento, es constante e igual al de D; 

Pc 2 

vale, por tanto (ecuacion 94), • La flecha P ara una secclon 

cualquiera mn es el momento del area del triangulo ciu^d, res- 
pecto a la vertical m'n' dividido por EI Z , o sea 

y = — (*— -A ( 98 ) 

y EI Z 2 \ 3 / 

En el caso de una m4nsula con carga uniforme de intensi- 
dad q —fig. 121 (a)—, el momento Sector en una seccion cual- 
quiera mn, distante x del extremo empotrado, es 

__ ?(* — % >-!. 

2 


a 

d\ 

'">• 1 



\n‘ i 

Pc 

\ 


i 

« 

-mi 

— ll — 

a, 

y 

1 (b) 


Fig. 120 
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El giro respecto a la seccion de empotramiento de otra situa- 
da a una distancia x de ella sera (ecuacion 92) 




jl f 

dx EI Z Jo 


l 2 X—lx 2 + 


!)• <"> 


El giro de la seccion B se obtiene sustituyendo x por l en la 
ecuacion anterior, y es 


ldy\ _ g ?3 

\dx) x=t 6 EI Z 



Fig. 121 


La flecha en cualquier seccion si- ta7~T uuluJiJJ (3 

tuada a la distancia x del extremo | c b 

empotrado es el momento del area a y A x 

aa x cd, respecto a la vertical cd dividi- 
do por EI Z —fig. 121 (6)—. El mo- / 
mento del elemento de dicha area, ra- / 
yado en la figura, es \a, 

, ,q{l- x x )* FlG ’ 121 

( x — xJ - — dx x 

y el momento total es la integral de esta expresion, desde aq = 0 
hasta Xj = x. Tendremos 

y = -^rl f (x — x x ) (l — x x ) 2 dx v 
El z 2, Jo 

o sea 

« = _ 1 _ /— — — 4 - - \. ( 101 ) 


(V&_ 
: \ 2 


La flecha en el extremo x = l sera 


§ = iy)x=i = ; 


El mismo problema puede resolverse facilmente usando el mi- 1 
todo de superposicion. La carga uniforme puede considerarse 
oomo un sistema de cargas infinitesimales qdc, tales como da 
rayada en la figura 122. La flecha producida en la seccidn recta 
mn, por cada carga elemental qdc situada a su izquierda, puede 
encontrarse por la ecuacion (98) sustituyendo P por el valor qdc. 
La flecha y v producida por la carga total situada a la izquierda 
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de mn, es la surna de las fleclias producidas por las cargas ele- 
men tales, variando c desde c = 0 hasta c = x: 

1 f* qc°- / 1 \ , Q a: 4 

El, J 0 2 \ 3 f 2 EI t 4 

La flecha producida en la seccion mn por una carga elemen- 
' tal qdc v situada a su derecha, se en- 
J fdc.'l cuentra por la ecuacion (97) sustitu 
^ im 1 yendo P por qdc x y l por c v La fle- 

4 Ij ~i — - > x cha y 2 , producida en mn por la carga 

^*‘ c k\5c in ** — ' total situada a su derecha, es la suma 

y * de las producidas por todas las cargas 

p ic 12 a elementales en las condiciones dichas. o 

sea variando Cj desde c x — x a c t = l: 

y, = ±[‘ q (' & - 1*1 *, = /- i* + ^ 

s;j, Ml el ' 2 EI,\ 6 2 3 1 

La flecha total de la seccion mn sera 


Fic. 122 




(P X 2, lx 3 x 4 \ 

(l 7 + ii)’ 


igual a la hallada anteriormente (ecuacion 101). 

Problemas 

1. Determinar la flecha y el giro de la viga en voladizo del pro* 
blema 9, pagina 104. 

Solution : 

PP qP 
3 El\ + 8 EI Z ' 

2. Determinar la flecha de la cabeza del pilar representado en la 
figura 94. 

Solucidn: El momento flector en cualquier seccion mn a una dis- 
tal, cia x de la cabeza es 

„ Wx 3 

M ~ 3 P ’ 

donde W = ^ dl 2 es la fuerza que la presidn hidrostatica transmits a 
nn pilar. Utilizando la ecuacion (93), la flecha en la cabeza del pilar @S 
W [ l xHx WP 


_ W f l x i dx 

1 = Eh Jo TF 


= 2,2 nun. 
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3. Determinar la flecha y el giro en la seceidn extrema de ima viga 
en voladizo flexada por un par M (fig. 123). 

Respuesta: 

(y) = _ M!L. ( d J\ 

Ky)t ~ l 2 El, W*-l EI Z 

4. Dos vigas rectangulares de madera estan enlazadas en el ex- 
tremo izquierdo (fig. 124) y se flexan apretando el perno del extremo 
derecho. Determinar el diametro d del perno para que los coeficientes 



Fig. 123 Fig. 124 


de seguridad de las vigas de madera y del perno de acero sean los mis- 
mos. Lr longitud de las vigas l = 90 cm., la altura h = 20 cm., el an- 
cho 6=15 cm., coeficiente de trabajo para el acero a t = 960 kg./cm.*, 
coeficiente de trabajo para la madera 96 kg./cm.*. Determinar la 
flecha de las vigas cuando el esfuerzo de extension en el perno sea 
960 kg./cm.*. 

Solucidn: Si P es la fuerza en el perno, la ecuacion para determinar 
su di&metro es 

4P 6 PI 900 
nd 2 '' bh * ~ 96 ~ 10 ’ 

de donde 

jr/J 8 

d = 1,19 cm. y P = 960 X — =» 1.065 kg. 


De la ecuacidn (95), tomando E = 12 X 10 4 kg./cm.*, se deduoe 
S = 2,16 mm. 

5. jCu&l ser4 la relacion de las flechas en los extremos de los vola- 
dizos de la figura 125, si la intensidad de la 
carga uniformemente repartida es la nusma 
en ambos casos? 

Respuesta: 



6. jCuAl debe ser la ecuacidn del eje de la ^ * 

barra A B antes de flexarse, si la carga P, cual- p IQ jgg 

quiera que sea el punto de la barra en que ac- 

tde, queda siempre, al deformarse la barra, al nivel de At (fig. 126). 
Respuesta: 


P& 

3 EI t ’ 


Rsststsxcta t>e matekialss. — T. I 


10 
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7. Determinar la flecha de seguridad de la viga de la figura 12a 
cuando se d£ el coeficiente de trabajo a t . Determinar lo mismo para un 
voladizo cargado en su extremo (fig. 119). 


Respuesla: 


( 1 ) 8 


Eh ’ 


(2) s-oir 


2 ajP 

3 Eh 


8. Un disco circular N de radio R (fig. 127) produce en una pletina 
delgada de acero de grosor h una atraeeion de q kg./cm.* uniformemen- 



Fiq. 126 Fia. 127 


te distribulda. Determinar la longitud l de la parte de pletina AO 
no adherida y la fatiga maxima en ella si h = */« mm., R “ 7,6 cm. 
y q = 1,2 kg./cm.*. 

Solucidn: La longitud de la parte de pletina que no apoya en el 
disco puede determinarse estableciendo la condi ci6n de que en el pun- 
to C la curvatura producida por la carga umlormemente distribulda 

sea igual a Por consiguiente, 

gP EI Z 
2 ” R ’ 

de donde 

, -i/TWTt o i 

El esfuerzo maximo est4 determinado por la ecuacidn 

3.333 kg./cm.*. 

9. Determinar las flechas de las mensulas de la figura 68, supo- 
niendo que el material es acero, que la altura de cada viga ea 25 cm. y 
que la fatiga maxima por flexion es 1.200 kg./cm.* 

36. Eldstica de una viga apoyada en los extremos. — Consi- 
deremos primeramente el caso de una carga umca. El diagrama 
de momentos flectores es el triangulo ciib 1 f 1 de la figura 128 (6). 

Su Area es y su oentro de gravedad est& a la distancia 

A 

de la vertical que pasa por el apoyo dereoho. La distancia 8 del 


extremo B a la tangente en A se obtiene por la ecuacidn (93), y es 



__ 1 Pab ^ l b _ Pab (l + 6) 

~W t ~Y 3 ~ 6 EI Z 

El giro de la seccion extrema izquierda de la viga sera, 
por tanto, 


8 _ Pab (l 4 b) 
~l ~ 6 IE I, 


(a) 


lo que coincide con la fdrmula (88) l . 

Supongamos ahora una viga a,6j apoyada en los extremos 
y cargada con una carga repartida dada por el diagrama de 



2T 

4 



5 


momentos flectores a x / 1 6 1 . La reaccion R producida por esta 
carga en el apoyo izquierdo sera 

p Pab l 4- b w 1 Pab ( l + b) 

2 3 l 61 

Comparando este resultado con la ecuacion (a) se ve que el 
giro de la seccion extremo izquierda de la viga dada es igual 
a la reaccion en el apoyo izquierdo de la viga auxiliar a 1 b 1 , divi- 
dida por EI Z . Para simplificar suele llamarse a la viga a, 6, viga 
conjugada de la dada. Por el mismo razonamiento puede encon- 

1 Nbtese que o ■» l — 6. 
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trarse el giro de la seccion extrema derecha; para dar a este 
giro 0, el signo apropiado debe tomarse con signo menos la 
reaccion en el extremo derecho de la viga conjugada. 

Para calcular la pendiente en cualquier punto d de la elas- 
tica basta (fig. 128) restar del angulo 8 X , en el apoyo A, el an- 
gulo 6 que forman las tangentes en A y en el punto d de la 
elastica. Empleando la ecuacion (92) para el calculo del angulo 0 
se tiene 

d y. = 0. — 0 = — (R — Acqraw). 

dx El , 

El primer tdrmino del parentesis es la reaccion en el apoyo 
izquierdo de la viga conjugada a x b v y el segundo es la carga en 
la viga conjugada a la izquierda de la seccion mn. El parentesis 
complete representa, por consiguiente, la fuerza cortante en la 
seccion mn de la viga conjugada. Es decir, que el giro de la viga 
primitiva en un punto cualquiera d puede obtenerse dividiendo 
la fuerza cortante en la seccion correspondiente de la viga con- 
jugada por El,. 

La flecha y, correspondiente a un punto d de la viga a la 
izquierda de la carga P , es 

y = ce — de. W 

En el triangulo Ace se tiene 

, Rx 
ce = 0,x = — — 

EI Z 

donde R es la reaccion en el apoyo izquierdo de la viga conju- 
gada. El ultimo termino del segundo miembro de la ecuacidn (6) 
representa la distancia del punto d respecto a la tangente Ae, y 
aplicando la ecuacion (93) vale 

de = -i- area A a.mn • - x. (d) 

EL 3 


Sustituyendo (c) y (d) en (b), se obtiene 


v = -i- (Rx — A a^mn . \ x) • 
y El, \ 3 / 


La expreaibn dentro del parentesis tiene un signifioado sen- 
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cillo: representa el momento Hector en la seccion mn de la viga 
conjugada. Es decir, la flecha en cualquier punto de una viga 
apoyada en sus extremos puede deducirse dividiendo el mo- 
mento fleeter en la seccion correspondiente de la viga conju- 
gada por El,. Sustituyendo en (e) en lugar de R su valor, y 
teniendo en cuenta que 

Pbx 1 

area txa.mn — 

1 ft 7 


se obtiene 


v = j_ r ( i±A) p, __ 6. _ **). 

El\ U 6 l J 6 lEI, 

Este resultado concuerda con la ecuacion (86), obtenida an- 
teriormente por integration de la ecuacion diferencial de la elas- 
tica. La flecha para un punto si- 

tuado a la derecha de la carga P t ' 

puede calculate de modo ana- ^ jjll I I I 1 1 I I I 1 1 1 1 Ij i 1 1 1 1 1 l l l ^ g 
logo. El resultado sera el que (a j »*<» 

indica la ecuacion (87). r 

En el caso de un sistema de s' ■ n. 

cargas cualesquiera, la flecha / \ y J_. yA I 

para cada seccion de la viga pue- ^ 4 1 -Vi- 
de obtenerse mediante las ecua- j . Wm I 

A* » 

ciones del caso de carga Ulrica y / (t) 

la aplicacion del metodo de su- Fig. 129 

perposicion. Este metodo es tam- 

bitii aplicable al caso de una carga distribuida. Como ejemplo 
resolveremos el caso de una viga apoyada con carga unifor- 
memente distribuida (fig. 129). De la ecuacion (a) se deduce que 
el giro producido en el apoyo A por la carga elemental qdb de 
la figura es 

qabdb (l -f- 6) qb ( 1 2 — 6 2 ) db 


El angulo total 0 X se obtendra integrando para b entre 
6 = 0 y b = l: 

e _ f'gbdb (P-P) _ gP 
1 L 6 lEI, 24 El' K 
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El mismo resultado se obtiene calculando la reaccidn en el 
apoyo a de la viga conjugada ab. 

La flecha en el centro puede calcnlarse por la ecuacidn (91), 
que se dedujo en la hipotesis de que la carga estaba a la derecha 
del centro. Si la carga esta a la izquierda del centro, puede usar- 
se tambien dicha ecuacion, pero en este caso b debe tomarse 
como la distancia de la carga al apoyo izquierdo. Cualquier 
carga elemental qdb, situada a la derecha del punto medio de 
la viga, produce una flecha en dicho punto medio de valor 

(dy)^l = (3 Z 2 — 4 b 2 ) . 

v 8 48 EI Z 

Sumando todas estas flechas y observando que las cargas de 
la mitad izquierda de la viga producen las mismas flechas que 
las cargas de la mitad derecha, se obtiene 


8 = (y)*-{ 


fi ?M6 Alii. 

J 0 48 El, 384 EI r 


Los resultados (/) y (g) coinciden con las formulas (83) y (82), 
obtenidas anteriormente integrando la ecuacidn diferencial de la 
elastica. El mismo resultado se obtiene dividiendo el memento 

Sector en el centro de la viga conju- 
r _ c _ fTTrTMTr ., 1 gada -fig. 129 ( b )- por EI Z . 
g- 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ^ E] metodo de superposicidn pue- 

Flo _ 230 de usarse tambien en el caso de que 

la carga distribuida cubra solamente 
parte de la luz, como en la figura 130. La flecha producida en 
el centro de la viga por la carga situada a su derecha es 

f i,M6 

J, 48 El. 

La carga situada a la izquierda del centro de la viga produce 
la flecha 


48 El, 


(3^_ 46 2 ). 
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La flecha total en el centro sera por consiguiente: 


8 — Sj -f- §2 


r 2 qbdb 
i 48 EL 


(31 2 — 4 ft 2 ) + 


/*2 qbdb 

Jo 48 \El, 


(31 2 — 46*). 


En el caso de una viga simplemente apoyada AB solicitada 
por un par aplicado en el / 

extremo (fig. 131), el dia- -f 

grama del momento Sector 

es el triangulo abd de la figu- - — i -j 

ra 131 (6). Considerando ab ly 0 ) 

como viga conjugada, la car- ' 

MX ^ — 1 c 1 

ga ficticia total es . Las e 

1 P k —i/j — - b 

reacciones en los extremos l/vtfi *n/r \#t/j 

de la viga conj ugada son por (W 

Ml Ml Fig. 131 

consiguiente — y — • 


0 ) 

Fia. 131 


Los giros en las secciones extrenias de la viga real ser&n 


ft - m 

(103) 

GEI, 

e,= 

(104) 

2 ZEI, 



El signo del giro en el extremo derecho es negativo. 

La flecha en una seccion mn de la viga se obtiene dividien- 
do el momento flector en la seccion correspondiente m i n 1 de la 
viga conjugada por EI Z , lo que da 


[Ml 

Ml 

x z 


Mix / 

1_5*\ 

1 — x — 

l 6 

2 

? 2 

3 ) 

“ 6^7, \ 



Problemas 

1. Determinar los Angulos en los apoyos y la flecha en los puntos 
de aplicaci6n de las cargas de la viga de la fisrura 132. 

Solucidn: La viga conjugada estard cargada con el trapecio adeb, 
cuya area es Pc (l — c). Los dngulos en los extremos son: 

„ „ 1 Pc (l— 0 ) 

^ “ 08 “ W, 8 
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La flecha en los puntos de aplicacibn de las cargas < 


1 T Pc t (l-c) Pc 2 c-\_Pc*fl 2 \ 
mX 2 2 ' 3j EI,\ 2 3 7 


La flecha en el centro, ecuaci 6n (91), sera: 

2. Determinar los giros en las secciones extremas de la viga de 
la figura 88. 

Beapuesta: 


dy\ 7 Wl l 

,dx ',j_o _ 180 El, 


:« (dy\ 8_ Wp 

i Xdxj^i " 180 J?// 


3. Determinar la flecha en el centro de la viga AB (fig. 133), 



Fig. 132 


Fig. 133 


siendo 1, =■ 3,600 cm.*, q = 800 kg./m., 1 = 7,2U m., a =■ 3,60 m., 
b = 2,40 m., B = 2 x 10“ kg./cm.*. 

Solucidn: Debido a que a = ~ la flecha producida en el centro 
por la carga que actiia en la mitad izquierda de la viga, ecuacibn (82), ess 

_ 1 _ 5 _ gB 
(Vi) x =i 2 384 ' El, 

La flecha producida en el centro por la carga existente en la mitad 
derecha de la viga es 


r* qcdc . ... 25 ql* 

<3/a)*— i - J 0 48 El, i31 4 ° J “ 48 x 162 


25 ql* 
48 X 162 El, 


La flecha total ser&: 


/I 5 25 X gl 4 * „ 

(»)*-! = = (2 ' 384 + 48 X 162/ ° m ' 

4. Determinar la flecha en el centro de la viga representada en 

la figura 91, cuando la carga esta en la posicion que determina el mo- 

men to f lector maximo. 

Prooedimiento : La flecha puede calcularse utilizando la ecuacibn (91) 
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V u> 

y el mbtodo de superposicibn y haciendo 6 = - — j en esta 


para una de las cargas y b = - — - d para la otra. 

5. Determinar las flechas ■ ^ ^ . p # 

en el centro y los Angulos de A y m - 

giro en los extremos de las vi - T /vjj ' cLj, 

gas represen tadas en las figu- * " 7 * ’ 

ras 67 (6) y 67 (e). Supdngase \ Pe ^ t 

que se trata de un perfil nor- a ^ — j ' a 

mal en I de 20 cm. de altura. 

6. Determinar los Angulos J- >/j -I 

0i y 0 2 y la elastica de una 1 

viga simplemente apoyada en fa) 

sus extremos sometida a la ac- Fig, 134 

cion del par P X c (fig 134). 

Solucidn: Las cargas para la viga conjugada son las de la figu- 
ra 134 (6). Las reacciones en o, y 6] son: 


p , , g\ Pet* 2 1. 

Ra ~l [ 21 b + 3) 213 6 * ]' 

_ 1 f Pea* 2 a Pcb* / , bX] 

Bb ~ l[ 21 3 21 ( a + 3ij 


Pcb 2 2 


Por consiguiente. 


6 2 = — ; 


r,K 6 + I)-H- rands- 1 *) 


Si a = 6 = ■ , se obtiene 


01 = 02 — 


24 El, 


El momento Doctor en una seccibn cualquiera rr> ,n, de la viga con- 
jugada es 

. Pca?x 2 x Pcx f . /, 2\ 2 Pcx 8 

AlX 2Ta*3 = ^l?\ a \ b + 3)-Z b --6T* 

Por consiguiente, la elastica. para el trozo izquierdo de la viga real es 


Pcx 

V ~ 2 PEI. 




• 7. Una viga apoyada en sus extremos estA flexada por dos pares 

M, y M % , aplicados en dichos puntos (fig. 135). Determinar los Angulos 
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de giro en los extremos y la posicidn de la seccidn de la viga para la 
que la flecha es maxima. 

Solucidn: 


M x l MJ 
1 _ 3EI t + 6 Eli 


Mil Mil 
3 Eli 6 El," 


La el&stica se hallara utilizando la ecuacidn (105), y es 


Mil(l — x) 


[‘-M+rasO-iO- 


La posiciAn de fleclia mixiina se encuentra derivando esta eeua- 
ci6n e igualando a cero la derivada. 




Fio. 135 


Fio. 136 


8. Una viga estA flexada por dos pares, tal como indioa la figu- 
ra 136. Determinar la relacidn M t : Mi si el pun to de inflexion de la 

elastica estA a | del apoyo izquierdo. 

Eaapuesta: 

Mi = 2 M v 

0. . Dos pletinas de diferentes espesores h t y h, descansan una so- 
bre otra y soportan una carga uniformemente repartida (fig. 137). 
Determinar la relacibn entre los esfuerzos m&ximos que se presentan 
en cada una. 

Solucidn: Como las dos l&minas tienen la misma el&stica, bus mo- 
mentos flectores estar&n en la inisma relacidn que los momentos de 



Fig. 137 


Fig . 138 


inercia de sus secciones rectas, es decir, en la relacibn h\ : h i . Los m6- 
dulos resistentes de las secciones estan en la relacidn h\\h t y, por 
tanto, los esfuerzos m&ximos en la relacidn : h t . 

10. Una barra de acero A B tiene una curvatura inicial tal que, al 
deformarse por la accion de. las fuerzas P (fig. 138), se endereza y pro- 
duce una presion uniformemente distribuida a lo largo de la super- 
ficie plana rlgida MN. Determinar las fuerzas P necesarins para el 


deformactCn de vtgas 
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enderezamiento de la barra y el esfuerzo maximo producido en ella si 
l — 50 cm., 8 = 2,5 mm. y la seccion de la barra es un cuadrado de 
2,6 cm. de lado. 

Solucidn: Para obtener una presion uniformemente repartida, la cur- 
vatura inicial de la barra debe ser la de la el&stica de una viga apoyada 

en sus extremos y cargada uniformemente con una intensidad — . 

For tanto, 

(a) 

m "'*> l 8 4 

8 = A?ZJ!_. (b) 

384 l EI Z 

El esfuerzo maximo sera 


De (6) y (c) se deduce: 


y de (c). 


24 ESh _ 24 X 2 X 10" X 0,25 X 2,5 
Ifi* 6 X 60* 

P => 500 kg. 


■ 2.400 kg./cm.* 


37. Deformacl6n de vigas apoyadas y con Toladizos.— La 

deformacion de una viga apoyada y con voladizos puede deter- 
minarse utilizando lo expuesto en los p&rrafos anteriores y apli- 

cando el m6todo de superposi- . T TTTTTTTri i 

cion. Una viga de la naturaleza /< JJ 1 1 1 1 

que consideramos puede supo- / — -J— a — | 

nerse dividida en dos partes: una, , , , 1 1 1 1 h n ' 

entre apoyos, para la cual apli- 7 jpUDUD ITT mT' 
caremos todo lo estudiado en la (t) /e 

parte de vigas apoyadas, y otra, £ ,, , f 

la parte volada, para la que * 

aplicaremos todas las consecuen- y (c j 
cias deducidas al estudiar las vi- Fig. 139 

gas en m4nsula. 

Para fijar las ideas, vamos a estudiar el caso de una viga 
con un solo voladizo sometido a la carga uniformemente dis- 
tribuida q (fig. 139). La viga se divide en las partes AB y BC, y 
la accidn del voladizo para la zona entre apoyos se reemplaza 

qa 2 a 

por la de una fuerza cortante qa y un par M = — -. fee ve que 
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la fuerza cortante se transmite directamente al apoyo y que so- 


lamente necesita considerarse el par — Por tanto, la flecha 

Z 

para una seccion cualquiera entre apoyos se obtendra restando 

QCf2 

la flecha producida por el par ~ de la flecha producida por la 

carga uniformemente distribulda de intensidad q — fig. 139 (6) — . 
Utilizando las ecuaciones (81) y (105), se obtiene 


24 El, 




El angulo de giro en la seccion B se obtiene mediante las 
ecuaciones (83) y (104), de las que, considerando como positiva 
la rotacion en el sentido de las agujas del reloj, se obtiene 

Q = V aH 
2 6 El, 24 El’ 

La flecha para cualquier seccion de la parte volada — figu- 
ra 139 (c) — se obtiene superponiendo a la flecha de una viga en 
simple voladizo (ecuacidn 101) la flecha 

A - _ / V aH _ ^ \ ~ 


debida a la rotacidn de la seccion B. 


Problemas 


1.' Determinar la flecha y el giro en el extremo C de la viga re- 

presentada en la figura 141 (a). 
. a . i»C«| Respuesta: 




Fig. 140 


_. v. Pa 2 (l + a) 

Flecha = ~WEir ; 


Giro = 


Pa (21+ 3a) 


2. En la viga representada 
en la figura 140 determinar las flechas en el extremo C y en el punto 
medio de la zona entre apoyos. 

Solution: La parte de la viga entre apoyos puede considerarse como 
una viga independiente de luz / apoyada libremente en sus extremos y 
sometida a la acci6n de la carga P y de los pares P+ y P t b en los ex- 
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tremos. Utilizando las ecuaciones (91) y (105) y el m6todo de super- 
posieion, la i'ieeha en ei centro sera: 

Pc „ , P,al 2 PJ>1 2 

8 = 48ET Z (3 ^ “ 4C) “ 1 VEl,' 

El giro 6, en el apoyo A se obtiene mediante las ecuaciones (88), 
(103) y (104), y es 

f c( P — c «) P^al P t bl 4 <-==== ~ - p 

01 = 6 IEI~ 3JS/* 6 EI, 

Y, por tanto, utilizando la ecuacidn ^ 

(95), la flecha en el punto G sera: 4 j ^Z-X-Z . . 


O0J. 


Fig. 141 


3, Una viga con voladizo est& fle- 

xada en un case por la fuerza P, que actfia en un extremo figura 141 
(a ) — t y en otro por la miBma fuerza aplicada en el centro de la luz, entre 
apoyos — fig. 141 ( b ) — . Doinostrar que la flecha, en el punto D. en el 
primer caso, es igual a la flecha en el punto O, en el segundo caso. 
Respuesta: En cada caso, la flecha en cuestion es 

PI 2 a 
1C EI Z ' 

4. Una viga de longitud l con dos voladizos iguales estA cargada 
con dos fuerzaa iguales a P on sus extremos (fig. 142). Determinar ia 




Fig. 142 


Fig. 143 


relacidn * para la que: l.° La flecha en el centro es igual a la flecha 
en cada extremo. 2.° La flecha en el centro tiene su maximo valor. 

Respuesta : 

l.° *=.0,152 l; 2.° x = qI- 

5 . Una viga de madera de seccidn circular apoyada en C y con 
un extremo unido a A esta sometida a la acci6n de una carga umfor- 
memente di.Wbuld. , .1 voUdi» CD (fig. US,. -1 

diimetro de 1. ..cclta y U fleota en D u I - »0 cm., « - 1,8 «o„ 
q = 500 kg./m., a t = 90 kg./cm.*. 

SoVucidn: El diAmetro d se halla por la ecuacidn 

qa? red* 

V • 04 * 


o o 
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y la flecha en el extremo D es 

x _ qa * 4 . qaH 
8 El, ^ 6 El, 

6. Una viga de longitud l estA sometida a la aecibn de una carga 
uniformemente distribulda de intensidad q 
(figura 144). Determinar la longitud de los 
voladizos que haga mini mo el inomento 
fleetor maximo. Determinar en. este caso la 

Fto. 144 fleeha en el centro de la viga. 

Solucidn: Igualando los valores numb- 
ricos del momento fleetor en el centro y en los apoyos se obtiene 

x = 0,207 l. 

La flecha en el centro es 

. 5 q(l — 2ar) 4 qx*(l — 2x) 2 

6 “ 384 ‘ El, 16 El, ’ 

en donde el primer termino de la derecha representa la flecha produ- 
cida por la carga entre apoyos, ecuacion (82), y el segundo la flecha 
producida por la carga en los voladizos, ecuacibn (105). 

7. Determinar las flechas en los extremos de los voladizos para 
las vigas representadas en la figura 74 (a), (6), (c). Suponiendo que 
son perfiles normales en I de 20 cm. de altura. 



38. Daformacidn de vigas euando las eargas no son parale- 
las a uno de los pianos principales de flexion. — Consideremos 
primeramente el caso sencillo de un voladizo cuya seccidn tenga 
dos ejes de simetria (fig. 145). La carga P, en el extremo, es per- 
pendicular al eje de la viga y for- 
ma un angulo a con el eje princi- J|>~ jiZL 

pal de la seccidn. Para calcular las ^ — - 

fatigas y deforinaciones de la viga | •—* — *i" 
puede utilizarse el metodo de su- 0 

perposlcidn. La carga P se resuel- p IG 145 

ve en sus componentes P cos a y 
P sen a en la direccion de los ejes principales de la seccidn. La 
deformacion producida por cada una de estas componentes se 
puede calcular con facilidad utilizando lo expuesto para la flexidn 
en un piano de simetria. La deformacion total se obtiene por super- 
posicion. Los valores absolutos de las dos componentes del mo- 
mento fleetor para una seccidn cualquiera win del voladizo son: 
M t = P cos a (l — x) respecto al eje z, y M „ = P sen a (l — x) 
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respecto al eje y. Por las direcciones de las dos componentes y 
de los ejes y y z, se ve que el momento M, produce compresidn 
en los puntos de y positiva, y M y produce compresidn en los pun- 
tos de z positiva. La fatiga normal a x en cualquier punto (y, z) 
de la seccidn se obtiene sumando las fatigas que por separado 
producen M, y M v . De este modo se obtiene la ecuacion 

?cos«(i — x)y P sen a (l — x)z 

c * = 1 1 

1 z 


.p (l - x) .\y^+ z ^l 
L If ly J 


La linea neutra se obtiene tomando los puntos de coordenadas 
tales que la expresion entre pardntesis de la ecuacidn (a) sea cero. 

La ecuacidn de la linea neutra sera 

1*^-1 , A 

ycosa | z sen M _ 0 . (b) 

I z \/ \ 

Es, por tanto, una recta que pasa por ^ c \ h 

el c. de g. de la seccidn y forma un an- "T \T 7\~7 T 
gulo con el eje z (fig. 146), deducido de 1 Vr ^ ^ 

la ecuacidn (6), J A ; i \ l 


tg^=-v 


tg A. 


Se ve que, en general, tg (1 no sera 146 

iguai a tg «; es decir, que la linea 

neutra no sera perpendicular al piano de flexidn y que el pia- 
no de la elastica, que es perpendicular a nn, no coincidira con 
el piano de las fuerzas flectoras. Estos dos pianos coinciden 
solamente euando tg a =* 0 d cc, o bien I z = I v - En el primero 
de los dos casos, el piano de las fuerzas flectoras coincide con 
uno de los pianos principales de flexidn. En el ultimo caso, la 
elipse de inercia se transforma en un circulo, puesto que los 
dos momentos principales de inercia son iguales y dos direocio- 
nes perpendiculares cualesquiera pueden tomarse como ejes prin- 
cipales de la seccidn. Cuando j es un numero grande, es decir, 

cuando la rigidez de la viga en el piano an/ es mucho mayor 
que en el piano xz, tg (J es grande comparando con tg a, y cuan- 
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do a es un angulo pequeho (3 se aproxima a 90° y el eje neutro 
ee aproxima al eje vertical. La deformation tendra lugar prin- 
cipalmente en el piano xz, es decir, la viga tiene la tendencia a 
flexar en el piano de mayor flexibilidad. Este efecto puede ob- 
servarse de una manera muy sencilla flexando una regia delgada. 
La mas ligera desviacion de la fuerza flectora del piano de ma- 
yor rigidez origina una flexion en direccion perpendicular. Des- 
componiendo la fuerza P (fig. 145) en sus dos componentes y 
calculando las deformaciones producidas por cada una, puede 
comprobarse lo anteriormente expretio. Si la rigidez a la fle- 
xion del voladizo en el piano horizontal es muy pequena en com- 
paracion con la rigidez en el piano vertical, una componente ho- 
rizontal pequena puede producir una deformacion horizontal 
mucho mayor y la deformacion resultante estara principal- 
mente en el piano de flexibilidad mayor. Es interesante tener 
presente que la linea neutr;. nn es paralela a la tangente trazada 
a la elipse de inercia en el punto de intersection de la curva con 
la direccion de la fuerza P. La demostracion es la siguiente: La 
ecuacion de la elipse es 

« 2 z 2 
V - +- = 1 
k\ k\ 

y la ecuacidn de la tangente en el punto de coordenadas y 0 y z 0 
(figura 146) sera 

Wo , 22 « _ i 

K + T, ~ 1 ' 

La tangente del angulo entre el eje z y esta tangente es 

— 0 • — = tg a — * tg JJ. 

Vo k'y I v 

Cuando se conoce la direccidn de la linea neutra, los puntos 
de fatiga normal maxima seran aquellos que disten mas de ella. 
En nuestro caso, la traction maxima se presentara en el punto A 
y la compresion maxima en el punto B. Sustituyendo en la ecua- 
cion (a), a = 0 ; 2 / = — |;z = — | , se obtiene 

z z 


(°*) mix 


^ pi (boos, 
\ 2 /. 


h cos a t b sen a\ 

. 2/. + 2 /„ ) 
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La fatiga de compresion en el punto B tendra el mismo valor. 
El mdtodo que hemos desarrollado para el caso de un vola diz o 
con dos pianos de simetrfa y cargado en su extremo puede tam- 
bitii aplicarse al caso de vigas apoyadas en sus extremos y so- 
metidas a varias cargas. Resolviendo cada fuerza en dos com- 
ponentes paralelas a los dos ejes de simetria de la seccion, el 
problema se reduce a dos problemas de flexion simple en los 
dos pianos principales. La deformacion resultante se obtiene su- 
perponiendo las deformaciones en los dos pianos principales. 


Problemas 


1. Una viga en voladizo de secoidn Z esta, cargada en el extremo 
libre con una carga vertical P — 200 kg. (fig. 147). Determinar la fa- 


tiga normal maxima a x y las com- 
ponentes horizontal y vertical de la 
flecha en el extremo. Las dimensio- 
nes son las indicadas en la figura. 

a = 18° 46' da la direccion prin- 
cipal z, 

I zl = 2.421 cm. 1 ; ■==> 112 cm. 1 . 

Respuesta 

(»,U = 356 kg./cm.* en B; 
8 vert = 3,2 mm.; 8^, = 6,7 mm. 



2. Un voladizo de seccidnrec- Fig. 147 

taugular esta flexado por una fuer- 
za P en su extremo libre. jQue curva describira el extremo cargado 
cuanuo el angulo a (fig. 145) varie de 0 a 2m? 

Respuesta: La curva sera una elipse de semiejes 

PI* PI 3 

3 EI t y 3 EI y ' 

t 3. Una viga de madera de secci6n rectangular apo- 

fada en sus extremos (fig. 148) sufre la acci6n de una 
»<7 rarga uniformemente repartida de intensidad q. Deter- 
Fig. 148 minar la fatiga normal maxima y la flecha vertical para 
la seccion central, siendo la longitud de la viga 1=3 m.; 

q = 300 kg./m.; h = 20 cm.; b = 15 cm.; tg a = 

o 

Solucidn: El momento flector maximo se presenta en la seccidn 
central y vale 

f = 300 g X 3> = 337,5 m. kg. = 33.750 kg. cm. 
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Las componentes del momento flector en los pianos principales 
son: M, «= M mi * cos a = 33.750 X 0,949 = 32.028,75 kg. cm. y 
M y ■= M mix sen a - 33,750 X 0.316 = 10,665 kg. cm. La fatiga maxima 
en el punto B es 

to-*. = + 6 W? 65 - 46,2 kg. /cm. 1 

Las fleohas en el centro, para los dos pianos principales, son: 


% 5 ql l cos oe 

~ 384 Eli ’ Y 

La flecha vertical en el centro es 


5 ql* sen a 
384 ‘ EL. ‘ 


8 = 8„ cos a + 8* sen a = ^cos 2 ci + j sen 2 

— 0,316 X 1,08 «= 3,4 mm. 

4. Resolver el problema anterior si la distancia entre apoyos es 
1,80 m. y la viga tiene dos voladixos iguales do 60 cm. de largo cada 
lino. 

39. Efecto de la fuerza cortante en la deformacidn de las 
vigas. — En las diseusiones precedentes (vease pag. 129) sdlo se 
ha tenido en cuenta la accion del momento 
flector como causa de la deformacion. La fuer- 
J — * za cortante producira una deformacion adicio- 

nal en forma de deslizamiento relativo de las 
y secciones adyacentes. Como resultado de la 

Fig. 149 distribucion variada de la fatiga cortante, la 
seccion recta, primitivamense plana, se curva 
tal como indica la figura 149, en la que se representa solamente 
la flexidn debida a la distorsidn x . 

Los elementos de las secciones situadas en los centros de gra- 
vedad permanecen verticales y deslizan unos respecto a otros; 
por consiguiente, el giro de la elastica, debido a la distorsion 
unicamente, es igual para cada seccion a la distorsion en el cen- 
tro de gravedad de dicha seccion. Representando por y l las fle J | 
chas debidas a la fuerza cortante, la expresion del giro para eatki 
seccion sera 

( T Xy)y-0 CC V ' 

dx G AG 

1 Se prescinds de la rotacidn mutua entre secciones adyacentes 
debida al momento flector. 
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donde j- es la fatiga cortante media; O, el mddulo de elasticidad 

transversal, y «,un factor numerico por el que hay que multi- 
plicar la fatiga cortante media para obtener la fatiga cortante 
en el centro de gravedad de las secciones. Para una seccion rec- 

3 

tangular, a = - (vease ecuacion 66, pigina 109); para una 
4 

seccion circular, a = - (vease ecuacion 68, pagina 114). Si la 

O 

carga es continua, la fuerza cortante V es una funcion continua 
que puede diferenciarse respecto a x. La curvatura originada 
por la fuerza cortante unicamente sera 

d 2 y l _ a dV a 

dx 2 AG dx AG ^ 

La suma de esta curvatura con la originada por el momento 
flector (ecuacion 79) da 


d*y 

dx 2 




a El, 

AG 


(106) 


Esta ecuacion puede emplearse en lugar de la ecuacidn (79) 
para determinar las deformaciones en aquellos casos en que deba 
considerarse el efecto de la fuerza cortante l . Conocidos M y q 
como funciones de x, la ecuacion (106) puede integrarse facil- 
mente. 


El metodo de la viga conjugada (vease pag. 148) puede 
tambi^n aplicarse en este caso, tomando como ordenadas del 
diagrama de carga ideal las cantidades 


" + <»> 

en lugar de M. 

Sea, por ejemplo, el caso de una viga simplemente apoyada 
y con carga uniformemente repartida (fig. 150). El momento 
flector en una seccion cualquiera a distancia x del apoyo iz- 
quierdo es 

M- q -x — qxZ t \ 

2 * T* (c) 

1 En la pdgina 292 expondremos otro modo de hallar la flecha 
adicional debida a la fuerza cortante. 
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La carga de la viga conjugada consta de dos partes: l. a , la 
que representa el primer termino de ( b ) dada por el diagrama 
parabolico de momentos flectores — fig. 150 (6) — , y 2. a , la repre- 

EI 

sentada por el segundo termino de (6), a ^ flue, como q es 

constante, es una carga uniformemente distribuida —fig. 150(c). 
La flecha adicional debida a la fuerza cortante, para cualquier 

2 . seccion, es el momento flector 

producido en la seccion corres- 

I I 1 I 1 1 .1 1 ji^M 1 I 1 1-LLL,|I — * pondiente de la viga conjugada 

^ por la carga segunda, dividida 

V por EI Z . En el centro de la viga 
t Tb) T esta flecha adicional vale 


Fig. 150 


_J_(« 

El A AG I 3 


l 2 cd 2 q 

8 “ JUG* 


Sumandola con la flecha de- 
bida al momento flector (v6ase ecuacion 82, pagina J 33), se ob- 
tiene como flecha total 


s ^ ^ 5 qLl h 

384 EL, 8 AG 384P7/ Z \ 


, 48 k'i E 

-| oc 

5 l 2 G, 


donde k z = - - es el radio de giro de la seccion con relation al 

A 

eje de las 

2 1 3 

Para una seccion rectangular de altura h, k z = — h 2 , a = -• 
Poniendo ^ = 2 (1 + g) = 2,6 se obtiene, mediante (d), 

( X 


8 = — (l + 3,12-\ 
384 EI,\ l 2 ! 


Se ve que para ^ = 10 el efecto de la fuerza cortante en la 
deformacion es alrededor de un 3 por 100. 

A medida que ^ disminuye, el efecto aumenta. 

El factor a es corrientemente mayor que 2 para vigas en I y 
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cuando son cortas el efecto de la fuerza cortante es cuantitativa- 
mente mayor. 

Utilizando la ecuacion (70) y figura 106, se tiene 


de donde 


oF__F 6A* 
A b 1 I z . 8 



A bh 2 

M. - ® 



(e) 


Supongamos, por ejemplo, h, = 60 cm., A — 194 cm. 2 . 
l t — 109765 cm. 4 , el espesor del alma 6, = 15,6 mm., I = 6 h. 
La ecuacion (e) da a = 2,42. Sustituyendo en la ecuacion (d), 
se encuentra 


. 5 qE l , 48 . 109765 

8 = — - 1 X 2,42 X X 2, 

384 El, 5 194X 360 2 


,e) = 1.2 


384 EE 


La flecha adicional debida a la fuerza cortante es en este 
caso igual al 26,5 por 100 de la flecha 
producida por el momento flector y £ 

debe, por consiguiente, tenerse en 

cuenta. _ ; A 

En el caso de una carga concen- A ~*p S 

trada P (fig. 151), podemos considerar j 

dicha carga como el caso limite de ^ 
una carga repartida sobre una parte Pjg. 151 

muy pequeiia de la viga. El valor de la 

carga ficticia P 1 en la viga conjugada, correspondiente al se- 
gundo termino de la expresion (6), sera 


AG 


La flecha adicional debida a las fuerzas cortantes se obtiene 
dividiendo por EI e el momento flector producido en la viga con- 
jugada por la carga ficticia concentrada (/). En el caso, por ejem- 
plo, de carga central en la viga dada, el momento flector pro- 
ducido en el centro de la viga conjugada por la carga (/) sera 
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( El \ PI 

• — y la flecha adicional en el centro debida a las fuer- 
AOj 4 J 


zaa cortantes sera 


1 AG 4 


Sumandola a la flecha producida por el momento flector 
unicamente (vease ecuacion 90), la expresion completa de la 
flecha resulta ser 

Pl3 . “ Pl g Pl3 fo i2ock z z E\ 

~ 48 El, AG ' 4 = 48 El\ / 2 Gf 
Para una viga de seccidn rectangular de altura h se tiene 


y se obtiene 


48 EL 


(' ' «■*£)• 


Para - = — el efecto adicional de la fuerza cortante es al- 
l 10 

rededor del 4 por 100. 

En la discusion precedente se ha supuesto que las secciones 
de la viga se alabean libremente (fig. 149). La viga umforme- 
mente cargada es un caso en que esta condi cion se satisface de 
modo aproximado. La fuerza cortante en el centro de la viga 
es nula y, por tanto, alii no hay alabeamiento. El alabeamiento 
crece gradualmente con la fuerza cortante a lo largo de la viga 
hacia la izquierda o la derecha del centro. La condicion de si- 
metria queda satisfecha. Consideremos ahora flexada la viga por 
la accion de una carga concentrada en el centro. Por la condi - 
cidn de simetria, la seccidn central de la viga debe permanecer 
plana. A1 mismo tiempo, las secciones adyacentes a la derecha 

p 

o izquierda de la carga sufren una fuerza cortante — y se ala- 
bean por la accion de estas fuerzas cortantes. Por la condicion 
de continuidad de la deformacidn, sin embargo, no puede haber 
un cambio brusco entre la seccion central plana y el alabeamien- 
to de las adyaCentes. Habra, por tanto, un aumento continuo 
de alalabeamiento o largo de la viga en ambas direcciones a 
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partir del centro y solamente a alguna distancia de la carga 
puede el alabeamiento ser equivalente al que produciria una 

fuerza cortante ^ en condiciones de alabeo fibre de la seccion. 

De esta discusion puede deducirse que en las proximidades de la 
secci6n central la distribution de fatigas no sera la anteriormente 
vista por la teoria elemental de la flexion (vease pag. 109). 
El alabeamiento esta impedido parcialmente y la flecha adicio- 
nal debida a las fuerzas cortantes sera algo menor que la en- 
contrada anteriormente (ecuacion g). Un estudio mas detallado 
de la cuestidn 1 muestra que en el caso de una carga concen- 
trada en el centro de la viga la flecha en dicha seccion es 

s = _£il[l + 2, 85^-0, 84(^1 <*) 

48 El z I Z* W/J 

El caso de una viga en voladizo es enteramente analogo. 
Si la seccion empotrada puede alabear libremente, tal como in- 
dica la figura 152 (a), las condiciones de deformacidn seran las 
expresadas por la ecuaci/m (h). La flecha de un voladizo de sec- 
cion rectangular se averigua- p 
ra sustituyendo ly Pen lugar | 

de ^ y ^ en dicha ecuacion, Q ■ — ^ 

obtenidndose 

I LU 

Cuando el alabeamiento FlG - 152 


Cuando el alabeamiento FlG - 162 

del extremo empotrado esta 

completamente impedido -fig. 152 ( b )— , las condiciones vienen 
expresadas por la ecuacion (k) y por una sustitucion analoga se 
tiene para la flecha el valor 

* PP lm) 


.[ 1 + W i¥-..»(ifl 


menor que el dado por (Z). 


i V6ase L. N. G. Filon., Phil. Trans. Roy. Soc. (A), vol. 201, p&g. 63, 
1903, y Timoshenko, Phil. Mag., vol. 47, pag. 1 095, 1924. V6ase tarn- 
bi6n Th. v. Karman, Scripta Universitatis atque Bibliothecae Hterosol- 
mitanarum, 1923, y Theory of Elasticity del autor. pag. 95, 1.134. 
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CAPlTULO VI 

CASOS HIPERESTATICOS EN LA FLEXION 

40. Exceso de ligaduras. — En lo exptiesto anteriormente 
hemos considerado tres tipos de vigas: a) una viga en voladizo; 
b) una viga apoyada en sus extremes, y c) una viga con vola- • 

dizos. En los tres casos, las reacciones en los apoyos pueden 
determinarse por las ecuaciones fundanientales de la estatica; 
por tanto, los problemas son estaticamente determinados. 

Vamos ahora a considerar problemas de flexion en los que las 


i — ; 

* 

1 » / 



^4. 

1 A 

> (ai 

y 1 

? % « J 


Fig. 153 


ecuaciones de la est&tica no son suficientes para la determina- 
tion de las reacciones en los apoyos y tendremos necesidad de 
deducir ecuaciones complementarias basadas en la deformation 
de la viga. Estos problemas se denominan estaticamente inde- 
terminados o hiperestaticos. 

Veamos ahora los di versos tipos de apoyos que puede tener 
una viga. El apoyo representado en la figura 153 (a) se denomi- 
na articulation movil. Despreciando el rozamiento en la articu- 
lation y en los rodillos, es evidente que en este tipo de apoyo 
la reaction debe pasar por el centro de la articulation y ademas 
ser perpendicular al piano de apoyo mn sobre el que pueden mo- 
yerse los rodillos. Conocemos, por lanto, el punto de aplieacion 


v la direction de la reaction. Queda solamente un elemento des- 
conocido: la intensidad de la reaction. 

En la figura 153 (6) se ve una articulacidn fija. En este caso 
la reaction debe pasar por el centro de la articulation, pero 
puede tener cualquier direction en el piano de la figura. Tenemos 
dos incognitas a determinar por las ecuaciones de la estatica: la 
direction de la reaction y su magnitud, o bien las componentes 
vertical y horizontal de la reaction. 

En la figura 153 (c) se representa un empotramiento. En este 
caso no solamente son incognitas la direction y magnitud de la 
reaction, sino tambien su punto de aplieacion. 

Las fuerzas de reaction distribuidas sobre la section empo- 
trada pueden reemplazarse por una fuerza R aplicada en el 
centro de gravedad de la section y un par M. 

Tenemos, pues, tres incognitas a determinar por las ecua- 
ciones de la estatica: las dos componentes de la fuerza de reac- 
tion R y la magnitud del par M . Para vigas solicitadas por car- 
gas transversales situadas en un piano, disponemos, para deter- 
minar las reacciones en los apoyos, de las tres ecuaciones de la 
estatica siguientes: 

EZ = 0; 27 = 0; Sif = 0. (a) 

Si la viga esta apoyada de modo que solamente haya tres 
incognitas, las reacciones podran determinarse por las ecuacio- 
nes (a) y el problems es estaticamente determinado. Estos tres 
elementos son los suficientes para asegurar la inmovilidad de la 
viga. Cuando el numero de elementos de reaction es mayor de 
tres, diremos que hay ligaduras excesivas y que el problems es 
hiperestatico. Un voladizo esta apoyado solamente en un punto: 
el extremo empotrado. En este caso, tal como hemos dicho, el 
numero de elementos de reaction desconocidos es tres y pueden 
determinarse por las ecuaciones de la estatica. Para vigas apo- 
yadas en los extremos y vigas con voladizos se supone que uno 
de los apoyos es fijo y el otro una articulation movil. En este 
caso tenemos nuevamente tres elementos de reaction descono- 
cidos que pueden determinarse por las condiciones de la estatica. 

Si la viga tiene articulaciones fijas en ambos extremos (figu- 
ra 154), el problema es hiperestatico. En cada extremo tenemos 
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dos elementos desconocidos, las dos componentes de la reaccidn 
correspondiente, y para determinar estas cuatro incognitas dis- 
ponemos tan s61o de las tres ecuaciones (a). Hay, por tan to, una 
ligadura sobrante y es necesario considerar la deformation de 
la viga para determinar las reacciones. Las componentes ver- 
( ticales de las reacciones pue- 

H 1 ? H x ^ en ca ' cu l arse mediante las 

ecuaciones de la estatica. En el 

m 1 ^ caso de cargas verticales, pue- 

Fig. 154 de deducirse tambien, por con- 

sideraciones de estatica, que 
las componentes H son iguales y de direccidn opuesta. Para en- 
contrar el valor de H consideraremos el alargamiento del eje de 
la viga durante la flexion. 

Una buena aproximacidn de este alargamiento puede obte- 
nerse suponiendo que la elastica de la viga es una parabola 1 de 


ecuacion 


4&e (Z — x) 


siendo S la fleeba en el centra. La longitud de la curva es 

(») 

En el caso de pequena curvatura, la cantidad es pe- 
quena con relation a la unidad, y prescindiendo de cantidades 
de orden superior al segundo se obtiene aproximadamente 

Sustituyendo esta expresion en (c) y utilizando la ecuacidn (b) 
se encuentra, para longitud de la curva, la expresion 

.= i /i+? 8> V 

3W 


1 La expresiAn exacta de la elAstica se verA mAa adelante ( Se- 

gunda parte). 
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Por consiguiente, la diferencia entre la longitud de la curva 
y la distancia Z entre los apoyos que representa el alargamiento 

8 §2 8 S 2 

axial total de la viga es - -j. El alargamiento unitario sera - 

of O v 

Representando por E el modulo de elasticidad del material de 
la viga y por A el area de su seccion recta, se obtiene la reaccion 
horizontal por la ecuacion 

H = E A . ( b ) 

3 Z* 

Haremos notar que para la mayor parte de las vigas usadas 
en la practica la flecha S es muy pequena comparada con la Ion- 

8 § 2 

gitud y que la fatiga de extension - E producida por las 

o V 

fuerzas H es corrientemente pequena comparada con las fatigas 
de flexion y puede despreciarse. 

Este resultado justifica la norma practica de calcular las 
vigas apoyadas en sus extremos suponiendo que uno de los dos 
apoyos es una articulation movil; sin embargo, en caso de gran- 
des luces, se organiza uno de los apoyos de modo que permita 
la traslacion de la articulacidn. 

En los casos de flexion de pletinas o barras flexibles para los 
que S no es muy pequena comparada con Z, no pueden despre- 
ciarse las fatigas de extension producidas por las fuerzas lon- 
gitudinales. Estos problemas se veran mas adelante (vease 
Segunda parte). 

El metodo que vamos a emplear para la resolution de los 
problemas de flexion es el de superposition y obtendremos las 
soluciones adecuadas combinando casos estaticamente determi- 
nados de tal forma que satisfagan las condiciones de apoyo. 

41. Viga empotrada por un extremo y apoyada en el otro. — 
Consideraremos primeramente el caso de que actue sobre la viga 
una sola carga concentrada P (fig. 155). En este caso tenemos 
tres elementos de reaccion desconocidos en el apoyo izquierdo 
y uno en el derecho. 

El problema tiene, por tanto, una incognita o ligadura hiper- 
estdtica, es detir, sobrante. Para resolver el caso consideremos 
como sobrante la ligadura que evita el giro del extremo izquier- 
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do de la viga durante la flexion. Prescindiendo de esta ligadura, 
se obtiene el sistema estaticamente determinado o isostatico de 
la figura 155 (6). La flexion producida por M a , estaticamente in- 

determinado, se estudia por sepa- 
A g * rado —fig. 155 (c)- L Es evidente 

-p ) 1 ■ "’A que la flexion de la viga represen- 

^ j_ / — 1 tada en la figura 155 (a) puede ob- 

y | 'xfjfT" f tenerse combinando los casos (6) 

Tfltf +1 p ^' e V l y (c). Bastara para ello que el valor 

t — del par M a en el apoyo sea tal que 
T T e u deie satisfecha la condicion 

decir, que el giro del extre- 
F mo izquierdo de la viga debido a la 
HTTTTTTpWm Pc ^‘ fuerza P se anule por la accion 

de M a y que la condicion de giro 
W cero en el empotramiento quede 

Fig 155 satisfecha. Para obtener el par hi- 

perestatico M a basta sustituir en 
la ecuacion (a) los valores conocidos de los angulos 0, y 0J, ecua- 
cion (88), pagina 136, y (104), pagina 151. De este modo, 

PcJ^— = _ Ma^ 

6 IE I, ~ 2>EI t ’ 

de donde 


M a = — 


Pc (l 2 - 


El diagram a de mementos flectores puede obtenerse ahora 
combinando los diagramas de los casos (6) y (c) tal como indica 
el Area rayada de la figura 155 (d). El momento flector maximo 
se presentara en a o en d. 

La flecha, en cualquier punto, se obtendra facilmente res- 
tando de la flecha producida por la carga P la flecha producida 
por el par M a . Las ecuaciones de las elasticas para ambos ca- 


1 Las elasticas y los diagramas de momentos flectores se dan 

unidos. 
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sos son las (86) y (87), pagina 136, y (105), pagina 151. Supon- 

gamos, por ejemplo, el caso c < ^ l y calculemos la flecha en el 

centro de la viga. 

Por las ecuaciones (91) y (105), 

* P C /Q 72 A „2\ I 


48 EL 


(3J2_ 4c 2) + 


16 EL 


utilizando la ecuacion (107), 

Pc 


s _ ■ (3 l 2 — 5 c 2 ). 

° — 96 EI Z ' 

En el punto C, para el que el momento flector es cero, la cur- 
vatura de la eiastica es tambien cero y tenemos un punto de 
inflexion, es decir, en este punto la curvatura cambia de signo. 

Puede observarse en la ecuacion (107) que el momento flec- 
tor en el empotramiento depende de la position de la carga P. 
Si se iguala a cero la derivada de (107) respecto a c, se obtiene 

, . , 1 

que el momento M a alcanza su valor maximo cuando c — y'g’ 
para este valor de c 

PI 

(^«W =—7= =0,192 PL (108) 


El momento flector en el punto de aplicacion de la carga de 
ducido de la figura 155 (d) es 

M _ Ec{l — c) _c Pc {l 2 — c 2 ) = Pc t _ c)2 ( 2l + C ) 
l l 2 1 2 2 


= — (l — c) 2 (2l + c). ( b ) 

2 1 3 


Si se deriva ( b ) respeoto a c y se iguala a cero el resultado, 
se ve que M d es maximo cuando 

c =i(V3 — l)= 0,3661 
2 

y sustituyendo este valor en la ecuacion (b), se obtiene 
WmAx = 0,174 PI. 

Comparando esta expresion con la ecuacion (108), se deduce 
que en el caso de carga m6vil la fatiga normal maxima a, se 
presenta en la seccion de empotramiento. 
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Resuelto el problem a para una carga concentrada unica y 
utilizando el metodo de superposicidn, puede resolverse el pro- 

b i blema para otros tipos de cargas 

— g transversales mediante el empleo 

j, "j ~7T “ de las formulas obtenidas. Sea, 

° | i * por ejemplo, el caso representa- 

Fig. 156 do en la figura 156. El momen- 

to producido en el apoyo A por 
una carga elemental qdc se obtiene por la ecuacion (107), sus- 
tituyendo qdc, en lugar de P. El momento total M a en el 
apoyo sera: 

M = _ C b qcdc (l 2 c 2 ) q ,, V l*(b*-a*) 

“ J a 2Z 2 2Z 2 L 2 4 J 

Si la carga esta distribuida sobre la longitud total de la 
viga se kace a — 0, b = l, en la ecuacion (c), y se obtiene 

df a = -^ 2 . (109) 

El diagrama de momentos flectores se obtiene restando el 
diagrama triangular debido al par ^ 

M a (fig. 157) del diagrama paraboli- , J ......... ...... .1 * 

co, debido a la carga uniforme. Se ^ U j Vo/* * 
observara que las fatigas maximas de A 

flexion se presentan en las secciones IffffriwflMYITiw f 

de empotramiento. La flecha en cual- fr- 
amer punto se obtiene restando la A' f- — — „,» ■ 

flecha en dicho punto producida por |< — l 

el par M a (ecuacion 105, pagina 151) Fig. 157 

de la flecha que en el mismo punto 

produce la carga uniforme (ecuacion 81, pagina 132). Para el 
centro de la luz se obtiene 


384 EL 16 El, 


g t 

192 EI Z 


( 110 ) 


CASOS H3PERESTATICOS EN LA FLEXION 


175 


Problemas 

1. Dibujar los diagramas de fuerza cortante para Ios casos ex- 

puestos en las figuias 155 y 157. 

2. Determinar la flecha maxima para el caso de la figura 157. 
Solucidn : Combinando las ecuaciones (81) y (105) se obtiene la 

ecuacibn de la elastica para este caso: 


* = 4-8 


. 5 te® + 2x*). 


Haciendo — = 0 se obtiene para la abscisa del punto de flecha ma- 
tte 

xima x => ~ (15 — V33) => 0,579 l. Sustituyendo en (d), 


$m4s 


185 EI g 


3. Determinar la reacei6n en el apoyo derecho para el caso de la 
figura 157, considerando esta reaccibn como la ligadura sobrante o hi- 
perestatica. 

Solucidn: Liberando el apoyo B, la flecha en este punto de la viga 
considerada como voladizo seria (ecuaci6n 84) L® reacci6n R b 

en Ji fjg. 167 (a ) — debe ser tal que elimine la flecha anterior. Utili- 

zando la ecuacion (96) se obtiene la 

ecuacibn -rrpfnTf a, 

8 HI,- 3 EI,’ • 

de donde hL\ 

R b = \<ll. fto - 168 


4. Una viga est& cargada en la forma indicada por la figura 158. 
Determinar el momento M a y las reacciones R„ y Rb en los apoyos. 

Respuesta : 

— R °-h l+ to?' 1 '' 

5. Determinar la reaccion R b en el apoyo B de una viga cargada 
un i f ormemente (fig. 157), si el apoyo B es elastico, de tal modo que 
una fuerza hacia abajo k haga descender al apoyo la unidad de lon- 
gitud. 

Solucidn: Usando el metodo del problems anterior 3, la ecuacibn 
que determine R b sera: 

ql* R b P _ 

8 VET, 3 El z = k ’ 
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de donde 


Ho = 5 1 L ' 


6. Construir el diagrama de momentos flectores para tma viga 
uniformemente cargada apoyada en tres puntos equidistantes. 

Procedimiento : Por simetrla, la 
^ seccion del centro no debe girar du- 

C | — — . ■ ■g ! ’C rante la flexion y cada mitad de la 

N|u -^T 7 viga estarA en las condicionea de una 

I* i *f*-° —A viga empotrada por an extremo y 

_ _ apoyada por el otro. 

Ltd— ~ lb) 7. Determinar la flecha del ex- 

t/Pa tremo G de la viga represen tada en 

V « $ t (cl la fi g ura 15 °- 

-'‘if*** ' ' Solucidn : Reemplazando la accibn 

Fig. 159 del voladizo por la de un par Pa, la 

flexibn de la viga entre los apoyos se 

obtendra por superposicibn de los easos ( b ) y (c). El par hiperestatico 

M a se obtendra por la ecuacibn 0, = — 01. o sea 


Fig. 159 


de donde 


La flecha en C serA 


+ a ( 0 2 


’ PaH 

TI + IeT, 


El primer tbrmino del segundo miembro representa la flecha de 
un voladizo y el segundo representa la flecha debida a la rotacion de 
la seccibn en B, 

8. Determinar el valor adicional de la reaccion en B para la viga 
representada en la figura 155, debido a un calentamiento no uni forme 
de la viga tal que la temperatura varle desde el valor t„, en la cara in- 
ferior, hasta el valor t , en la cara superior, segun una ley lineal. 

Solucidn: Prescindiendo del apoyo B, el calentamiento enunciado 
curvarla a la viga en forma de arco de circulo. El radio de este clrcu- 

io vendrla dado por la ecuacibn £ = — , siendo h la altura de la 

viga y a el coeficiente de dilatacibn. La flecha en B se encontrara 
eomo en el problema 2, pAgina 90, y es 

P _ Pa (t-h) 

6 ~ 2 r _ 2 h 
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Esta flecha debe desaparecer en virtud de la reaccion en el apoyo B. 
Representando esta reaccibn por se tiene 


de donde 


l 2 x(t — to) 
2 h 9 


7 ? 

n ^YhT a{t ~ to) - 


9. Una mbnsula AB, cargada en su extremo, se apoya en otra 
mas corta CD de la misma seccion. Determi- dZ/ik X g 

nar la accibn mutua X en C. 9 T 1 , 1 

Solucidn: La accibn buscada X puede en- Pp ~ j , ^ 

contrarse estableciendo la condicion de que -Zj * l «( 

ambas mensulas tengan la misma flecha Fig. 160 

en C. Utilizando la ecuacibn (95) para la 

mensula inferior y la ecuacibn (97) unida a la ecuacibn (95) para la 
superior, se tiene 

Xl\ P /ll\ fi\ Xl i 
3EI Z ~~ EI Z \ 2 6/ 3 Eli 

de donde 


-?(H> 


Examinando los diagramas del momento fleeter para ambas m in- 
sulas, se deduce que en C la mensula superior sufre mayor deforma- 
cion angular que la inferior. De ello se deduce que las dos mbnsulas so- 
lamente se tocan en los puntos D y C. 

10. Resolver el problems 7, suponiendo que en lugar de la carga 
concentrada P solicits a la viga una carga uniformemente distribuida 
de intensidad q repartida: 1°, sobre la longitud a del voladizo; 2 °, sobre 
toda la longitud de la viga. 

11. Dibujar los diagramas de fnerza cortante y momento flector 
para el caso de la figura 166, si a = 1,20 m.; b = 3,60 m.; I = 4,50 m., y 
7=7 kg. /cm. 


42. Viga con los dos extremos empotrados. — En este caso 
tenemos seis elementos de reaccion (tres en cada extremo), es 
decir, el problema tiene tres ligaduras hiperestaticas. Sin em- 
bargo, para las vigas corrientes las componentes horizontales 
de las reacciones pueden despreciarse (vease pag. 171), lo que 
reduce el numero de cantidades hiperestaticas a dos. Conside- 
remos los momentos M a y M b en los apoyos como ligaduras 
hiperestaticas. De este modo, para el caso de una carga concen- 
trada unica P — fig. 161 (a) — , la solucion seobtiene combinando 
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los dos problemas isostaticos representados en la figure 161 (b) 
y (c). Es evidente que las condiciones de empotramiento en los ex- 
p tremos de la viga A B quedaran 

A [ satisfechas si los pares M a y 

1*5 " £ M b son tales que verifican las 

~7T 7n 77 relaciones 


Oj = — ; 6 2 =-9'. (a) 

7 ~ > De estas dos ecuaciones de- 

far* (c ^ duciremos los valores de los dos 

_ P"“ biperestaticos. UtiUzando 

las ecuaciones (88) y (89) para la 
p iQ 161 carga concentrada y las ecuacio- 

nes (103) y (104) para los pares, 
las ecuaciones (a) se transforman en 

Pc (P — c 2 ) M a l M b l 


Pc (l — c) (21 — c) MJ, ^ 


De donde 


Jf« = — 


Pc 2 (l — c) 


M b = — 


Pc (l — c) 2 


Combinando los diagramas de momentos flectores para los 
casos (6) y (c), se obtiene el diagrama representado en la figu- 
ra 161 ( d ). El momento Hector positivo maximo acontece en el 
punto C (aplicacion de la carga). La magnitud se deduce de la 
figura 161 (d), y su expresion es la siguiente: 

„ Pc (l — c) , M a c , M b (l — c)__ 2 Pc 2 (l — c) 2 , 11<n 

c l + l + P 

En la figura 161 ( d } se ve que el momento Sector maximo en 
valor absolute es el que corresponde a C o al apoyo mas pr6- 
ximo. Para una carga movil, es decir, cuando c varia, suponien- 

do c < el valor maximo de M b se obtiene haciendo c = ^ l en 
2 4 6 

la ecuacidn (111). Este maximo vale — PI. El momento flector 

2*1 
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bajo la carga es maximo para c — -y este maximo vale - PI 

(ecuacion 112). Por consiguiente, para mia carga movil el mo- 
mento maximo se presenta en el extremo. 

Empleando el metodo de superposicion, la flecha y giro en 
cualquier punto puede obtenerse combinando la deformacion 
producida por la carga P, con la que producen los pares M a 

y M b- 

Resuelto el problema para una carga concentrada unica P, 
cualquier otro tipo de cargas transversales puede facilmente es- 
tudiarse utilizando el metodo de superposicion. 


Problemas 


1. Dibujar el diagrama de fuerza cortante para el caso de la fi- 

gura 161 (a), si P = 500 kg., I = 3,60 m. i j ^ 

ye = 1,20 m. 

2. Dibujar el diagrama de mo- ^ ~7\ X--Z 

mentos flectores para una viga empo- " Mllll ^ -»<dTlfflTTTTTTng~ 
trada en sus extremos y sometida a la jW' gl* "J* 

accion de una carga uniformemente j, \l 

repartida (fig. 162). YlQ. 162 

Solucidn: El momento en A produ- 

cido por un elemento qdc de la carga — fig. 162 (a ) — es, ecuacion (111): 
d M a = — qdcc 2 (l — c) ' 

El momento producido por la carga total ser& 
flqdcc*(l — c) qP 




El momento en el apoyo B tendrA el mismo valor. Combinando el 
diagrama parabolico de momentos flectores correspond)' ente a la car- 
ga uniformemente repartida con el dia- 
1 . grama rectangular correspondiente a los 

9° k 2 dos pares iguales aplicados en los extre- 

x-Zji llllllIJi M llllllll n l lmmn .^ mos, se obtiene el diagrama representa- 
A c r iizMb ,J 0 enla figura 162 (6) por el Area rayada. 

Fig. 163 3. Determinar los momentos en los 

apoyos de una viga con los extremos em- 
potrados, cargada con la carga triangular representada en la figura 163. 
Solucidn: La intensidad de la carga a la distancia c del apoyo B 

es 77. y ia carga representada por el elemento rayado es 7^ — t Los; 
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pares correspond! entes en los extremos producidos por esta carga ele- 
mental son, ecuaeion (111): 


dM a = — 

Por consiguiente, 

1 1 ?aC s (l — c) do 


dM b = — ' 


Ia ~~)o 


-JC 


1 9o° a — c) a dc 

, i 5 


4. Determinar los pares de reaccion M a y M b en una viga con los 
extremos empotrados flexada por un par Pc (fig. 164). 

Solucidn: Utilizando la solucibn del problema 6, pag. 153, y las 
ecuaciones (104) y (105), se obtienen las ecuaciones siguientes: 

2M a + M b = - 3 -£[a>(b+f ) -lb>\, 

2M b + M a = ?p\la*-b*(a + l]' 

De donde M a y M b pueden deducirse f&cilmente. 

5. Determinar los momentos flectores en los extremos de una viga 
empotrada debidos a un calentamiento irregular de la viga, si la tem- 
peratura varla desde la t 0 para la cara inferior a la t para la superior, con 
arreglo a una ley lineal. 

licspuesta: 

nr Hif v.EI,{t — to) 

M a = M b = . 

donde a es el coeficiente de dilatacion y h la altura de la viga. 

6. Determinar et efecto en la reaccibn y en el par de reaccion 

M a p en A de un desplazamiento vertical pe- 

Vjj * queno 8 del extremo empotrado A de la 

viga A B (fig. 161). 

’ Solucidn: Quitemos el apoyo A; de 

Fig. 164 este modo, la fleclia 8 X en A y el giro 6 1 

en dicho punto se hallaran por las for- 
mulas correspondientes a un voladizo empotrado en By cargado con 
P; es decir, 

. Pc’ Pc’ n P<? 

Sl “ 3 El, + 2 El, (l 1 2 El, 

Aplicando en A una fuerza de reaccibn X hacia arriba y un par de 
reaccion Y en la misma direccibn que M a , de magnitudes tales que anu- 
len el giro 0jy que reduzcan la flecha a 8, satisfaremos las condiciones del 
enunciado. Las ecuaciones que determinan las incognitas X e Y seran; 


Fig. 164 
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7. Dibujar los diagramas de fuerza cortante y momento flector 
para la viga de la figura 163, si q a = 7 kg. /cm. y l = 4,50 m. 

8. Dibujar los diagramas de fuorza cortante y momento flector 
para una viga con los extremos empotrados si la mitad izquierda de la 
viga esta cargada uniformemente con una intensidad q ■*= 7 kg. /cm. 
La luz de la viga es l = 4,80 m. 

43. P6rticos y cuadros. — El metodo usjado anteriormente 
para el caso de vigas hiperestaticas puede tambien aplicarse al 
estudio de los porticos y cuadros. Sea, por ejemplo, el portico 



Fig. 165 

sim^trico y simetricamerite cargado de la figura 165, articula- 
do en 0 y D. La forma del portico despues de la deformation 
esta representada con lineas de puntos. Despreciando el cam- 
bio de longitud de las barras 1 y considerando solamente la fle- 
xion, puede considerarse formado el portico como indica la figu- 
ra 165 (6). Es evidente que los pares M que obran en los extre- 
mos de la viga horizontal AB y que se oponen al fibre giro de 
dichos extremos representan la action de las barras verticales 
sobre la viga horizontal. Este par M puede considerarse como 
la unica ligadura hiperestatica existente en este caso. Cono- 
cido M, la flexion de las tres vigas puede determinarse sin difi- 
cultad alguna. Para calcular M , tenemos la condition de que 
Ay B son uniones rigidas entre las barras, es decir, que el giro 

1 La accibn simult&nea de esfuerzo directo y flexibn se discutira 
mas adelante (Segunda parte). 
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del extremo izquierdo de la barra horizontal debe ser igual al 
giro de la cabeza del pilar AG. La ecuacion que determina M 
ea, por consiguiente, 

9j = 01- W 

0j puede determinarse por la flexion de la viga horizontal A B. 
Representando con l la longitud de esta viga y con El su rigi- 
dez de flexion, la rotacion del extremo A debida a la carga P 

( l \ PI 2 

b = -I, es yqeI ' ^ j0S P ares ^ os extremos ori- 
ginan una rotacion en direction opuesta igual a -^jyj (ecuacio- 
nes 104 y 105). El valor final del angulo de giro sera: 


Considerando ahora la barra vertical como una viga apoya- 
da en los extremos, de longitud h y con una rigidez a la flexion 
EI V flexada por un par M, el giro en su extremo superior sera 
(ecuacion 104): 

_ Mh 
v/| • 

3 El, 

Sustituyendo en la ecuacion (a), se obtiene 
PP Ml Mh 

WEI 2EI ~ ZEIj’ 

de donde 


“ “ 8 -JUT 

1 + 3 l ii 

Conocido M, el diagrama de momentos flectores se construye 
tal como indica la figura 165 (c). Las reacciones en las articula- 
ciones C y D se calculan facilmente. Las reacciones verticales 
se obtienen por las ecuaciones de las estaticas. Las reacciones 
horizontales se deducen del equilibrio de las barras verticales. 

Este problema puede resolverse de otro modo tomando la 
reaction horizontal H en las articulaciones G y D como incog- 
nita hiperestatica, en lugar de M (fig. 166). El problema hiper- 
estatico se resuelve por superposition de los dos problemas isos- 
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taticos representados en la figura 166 ( b ) y (c). En el caso b se 
prescinde de la ligadura sobrante que impide el movimiento de 
las articulaciones G y D. Las barras 

verticales no sufren, por consiguien- 4 | P fl 

te, presion alguna. La barra horizon- 
tal AB esta en las condiciones de 
una viga simplemente apoyada cuyos 

PI* 

angulos de rotacion son— ^ y el # c D # 

I D & l * '777. *777. 

• p n 2 

movimiento horizontal de cada arti- A 1 j0 J e ^ 

culacion C y D es, por consiguiente, Jfr ' 

PP /l l\ 

h Yq£j- En el caso c, el efecto de las / 1 ^ I \ 

fuerzas H es conocido. Dichas fuerzas / j j \ 

producen pares de flexion en los ex- f 5 0 , $ f 

tremos de la barra horizontal AB A . — V— ~ ~ — ^ 

iguales a Hh; por consiguiente, los \ * j 

angulos de rotacion de estos extre- A (ti r ft 

, Hh-l T _ , _ \\ /! I 

mos seran 0 = . La flecha de H J 1 \ 1 

cada articulation C o D consta de 

HhH FlG ‘ 166 

dos partes: la flecha Q'h = — , de- 


Fig. 166 


bida a la rotacion del extremo superior, y la flecha — -^- r - de las 

o El i 

barras verticales como voladizos. En el caso actual — fig. 166(a) — , 
las articulaciones C y D no se mueven; por consiguiente, los des- 
plazamientos horizontales producidos por la fuerza P — figu- 
ra 166 (b ) — deben compensarse por el efecto de las fuerzas H 
— figura 166 (c) — , es decir, 


PP h _HhH 
WEI ~ 2 El 


de donde 


Eh*_ 
3 Ely 




h 8 2 hi 

1 + 3Z 

Recordando que H ■ h — M, este resultado reproduce la 
ecuacion (113). Este ultimo metodo de analisis se utiliza espe- 
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cialmente para cargas asimetricas tales como la de la figura 167. 
Prescindiendo de la ligadura que impide el movimiento hori- 
zontal de las articulaciones G y D, estamos en el caso repre- 
sentado por la figura 167 (b). Es evidente que el aumento de las 
distancias entre C y D puede obtenerse multiplicando por h la 
suma de los angulos 0j y 0 2 . Utilizando las ecuaciones (88) y (89), 
este incremento de la distancia sera 

, [Pc (P — c 2 ) Pc (l — c) (2 1 — c) 1 Pc (l c) ^ 

6w7 

Este incremento debe eliminarse por la accion de las fuer- 
zas H —fig. 166 (c) — . Utilizando los resultados obtenidos en el 

problema anterior, se puede escri- 
bir la ecuacion siguiente que deter- 
mine H 

/ HhH Hh 3 \ Pc (I — c)h 
2 \2E7 + 3£/J 2 El 

de donde 

„ Pc{l — c ) 1 

2hl ,,2/A dl4) 
1 + 3 V 

Hallada la solucion para una car- 
Fig. 167 ga concentrada, cualquier otro caso 

de carga de la viga AB del portico 
puede resol verse facil monte utilizando el metodo de superposicion. 

Consideremos ahora un portico con los extremos empotrados 
y cargado asimetricamente tal como indica la figura 168. En este 
caso tenemes tres elementos de reaccion en cada apoyo y el sis- 
tema tiene tres ligaduras hiperestaticas. En la resolucion de 
este problema usaremos un metodo basado en el de superposi- 
cion, consistente en descomponer el sistema dado de cargas en 
partes tales que para cada carga parcial pueda encontrarse una 
solucion sencilla 1 . 

1 Este metodo lo aplica a muchos casos W. L. Andr^e en sn lihro 

Pas B-U Verjahren, \[iinchen and Berlin. 1919. 
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El problema representado en la figura 168 (a) puede re- 
solverse superponiendo las soluciones de los dos problemaa 
que representan las figuras 168 ( b ) y (c). El caso ( b ) es el de 
una carga simetrica y puede resolverse del mismo modo que el 
primer ejemplo (fig. 165). Examinando el caso (c), se ve que el 
punto de inflexion 0 de la barra horizontal A B esta situado en 

P 

el centro de la barra. Esto se deduce de que las cargas — estan 

L 

a igual distancia del eje vertical de simetrfa del portico y son 



Fig. 168 


de sentido opuesto. El momento, la flecha y la fuerza axial pro- 
ducidos en el punto medio 0 de la barra horizontal AB por una 


de las fuerzas — seran equilibrados por la accion de la otra car- 
P 2 

ga — . Por consiguiente, en dicho punto no habra momento 

ti 


Sector, ni flecha, ni fuerza axial. 

La magnitud de la fuerza cortante X en el punto 0 puede 
hallarse por la condicion de que el corrimiento vertical de 0 sea 
cero - -fig. 168 ( d ) — . Este corrimiento consta de dos partes: una 
flecha 8 1; debida a la flexion del voladizo OB, y una flecha 8 g , 
debida a la rotacion del extremo B de la barra vertical BD. 


Empleando las conocidas ecuaciones de un voladizo (ecua- 
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ci6n 98) y las notaciones de la figura, se obtienen las ecua 
clones siguientes: 

, P' c 3 p c 2 (I X (a) > 

1 rtOTTfT'nrtin/lo I Q J?T 


2 B El 2 2 El 


H' 


\2 ) 3 El * 

l\ h_ l 
2/ El , 2* 


Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion S, -f- S 2 = 0, 
se halla facilmente el valor de X. Conocido .X, el momento Sec- 
tor para las secciones del portico en el caso (c) se calcula sin di- 
ficultad. Combinando estos momentos flectores con los del caso 
de carga simetrica (b), se obtiene la solucion del problema (a) x . 

Problemas 

1. Determinar [os momentos flectores en los Angulos del cuadro 
de la figura 169. 

Solucion : Considerando la barra A B como una viga apoyada en 


Tf 


4^— j- 

■| H 

o ' v — • 


Fig. 169 

los extremes (fig. 169) y representando con M los momentos en los 
auguios, el giro 0 t sera 

PP Ml 
16 El 2 El 

Escribiendo que este angulo es igual al 0; girado por los extremos 


1 Kleinlogel, en su libro Mehrstielige Rahman (Berlin, 1927), da 
las formulas a aplicar en muchos casos practicos de porticos. 
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de las barras verticales al flexarlas los pares M, se obtiene la ecuaeidn 
aiguiente: 

PR- M Mh 

Wei 2 ei ~ 2 ei ' 


de donde 



2. Determinar las reacciones horizontales o empnies E para el 
caso representado en la figura 170. 

Solucidn : Utilizando la ecuacibn (114)yapli- 
cando el mdtodo de superposicidn, se obtiene 

a Vl . 1 

24 h 2 7ft' 

+ 3 I, l 

3. Dibujar el diagrama del momento flec- 
tor para las tres barras del problema anterior, 
suponiendo h = l e I = 

4. Determinar los momentos flectores en las uniones del cuadro 
representado por la figura 171. 




Fig. 171 


Solucidn: Separando las barras del cuadro en la forma que indica 
la figura 171 (6), las ecuaciones que determinan los pares M y ill, son: 

0, = 0; y 0 2 = 0a- 


Sustituyendo en estas ecuaciones 


Pc ( l — c) 


Mh MJi _ 
01 ~ 3 EF 6 Eli ' 


6 Eli 3 Eh' 


se tienen dos ecuaciones que determinan M y M x . 
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5. Un cuadro simbtrico rectangular esta sometido a la accibn de 
una fuerza horizontal H, tal como indica la figura 172. Deterrmnar los 
momentos flectores M y M, en los nudos. 

„ Soluci&n: La llnea deformada del 

H * ti 

i — ji ii r. cuadro se ve en la figura 172 (o). 

'/ Desconiponiendo el cuadro en las ba- 

j j j rras — fig. 172 (6) — , y fijandonos en 

\ I t h la barra CD, se tiene: 

! ! I a Mil (Hh \ l 

' — O L M )e El ia) 

# w A 

I Mr~\ s+JI , / T R Considerando ahora la barra verfci- 

H /nV ^ cal AC como un voladizo einpotrado 

il * en 0 con un angulo 8 1( el giro en el ex- 

71 " tremo A sera 

J „ 2 , o 

■J- ■■’a) Finalmente, debido a la flexion de 

e ‘. i ' la barra A B. 


" Mr~\ 

"/rw 


» 1 B 


cL m ? \ o 

^ jy 

to) 

Fig. 172 


De las ecuaciones (a), (b) y ( c ) se deduce 

jlf _ —(i + 1* . j[\ . _ (d) 

It * Ii 

Sustituyendo en la ecuacion (a), se encontrarla el momento M t . 

Cuando la barra horizontal tiene una rigidez muy grande, el estado 
elastico del cuadro se aproxima al del pbrtico de la figura 168, some- 
tido a una carga lateral H. Sustituyendo en (d) I =cc, se obtiene para 
este ultimo caso 

M = ^ j- « 

l + ert 2 

El caso de un portico articulado (fig. 165), sometido a la accibn 
de una carga lateral aplicada en A puede deducirse de la ecuacibn (d), 
poniendo en ella / = 0. 

6. Determinar los empujes H y los momentos M a y en ios nu- 
dos A y B del pbrtico representado en la figura 173. 

Respites la: 

qh 1 1 to + 20 
H ~ 20 ' 2 m + 3 


M a = Mh = 


7 m 

2w» + 3* 
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siendo 



7. Un semip6rtico esta formado por dos barras unidas rigidamente 
en B y empotradas en A y C (fig. 174). 


4 0 



Fig 173 Fig. 174 


Determinar el momento flector M en By la fuerza de compresibn P 
en AB cuando, debido a una variacibn de temperatura, la barra AB 
aumenta su longitud en A = cd (t - — l„). 

Respuesta. P y M pueden calcularse por las ecuaciones 

Pll Mlj _ 

ZE1 2 El 

Pl\ Mli _ Ml 

2 El ET ~ 4 El 

44. Vigas sobre tres apoyos. — El caso de una viga sobre tres 
apoyos - fig. 175 (a)— es un problema con una ligadura hiper- 
estatica. Escogemos como hiperestatica la reaccion en el apoyo 
mtermedio. Utilizando el metodo de superpos ci6n, puede ob- 
tenerse la solution del caso ( a ) combinando los casos represen- 
tados en (b) y (c). El valor de la reaccion intermedia X se en- 
cuentra imponiendo la condition de que la flecha producida en C 
por la carga P se elimine por la action de X. Empleando la ecua- 
cion (86), se obtiene la relacidn siguiente: 

Pdi [(/, + y » — c* — g] = Xl\l\ 

6 (J, + y El, 3 (ij + y Ell 

de donde 

X = — 1-^1 ° 2 SI ( 115 ) 

2 

Si la carga P actua en el tramo izquierdo de la viga, puede 
utiiizarse la misina ecuacion; pero la distanoia c debe medu'so 
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a part’r del apoyo A y permutarse por l 2 . Para l t = (, = l, la 
ecuacion (115) da 

X = Pc (3;2 i . (116) 

2(3 

Resuelto el problema para una carga aislada, puede resolver- 
se para cualquier sistema de cargas empleando el metodo de 
superposition. 

El problema de la viga sobre tres apoyos puede resolverse 
por otro procedimiento. Imaginese la viga dividida en dos por 






1 c % 

id) 

Fig. 176 




el punto C - fig. 175 (d)— y sea M c el valor del momento flector 
que en la viga primitiva se presenta en el apoyo G . De este modo, el 
problema se reduce al estudio de las dos vigas isost&ticas represen- 
tadas en (d). El valor de M se deduce por la condicidn de conti- 
nuidad de la elastica en el punto G. Esta condicidn es 6 = 6' 
Empleando para el calculo de las rotaciones las ecuaciones 
(88) y (104), paginas 136 y 151, se obtiene 


de donde 


Pc{l\ — c 2 ) M,.l 2 

Ql 2 EI, 3 EI { 

P c (l\ — c») 

2 (^i + 
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El area rayada de la figura 175 (d) representa el diagrama de 
momentos flectores. 


Problemas 

1. En el ejemplo expuesto en la figura 176 probar que el valor del . 
momento f lector M c dado por la ecuacion (117) es el que correspondea 
la seccidn en C cuando el problema se resuelve por la eouacidn (116). 

2. Dibujar el diagrama de fuerza cortante para la viga del pro- 
blema anterior, si 1, = l t , c =» ~ y P = 500 kg. 

3. Una viga sobre tres apoyos — fig. 175 (a ) — esta, sometida a la 
acci6n de una carga uniformemente repartida de intensidad q. Deter- 
minar el momento flector en e) apoyo C. 

Solucidn: Utilizaremos el metodo de superposicidn. Se sustituye P 
por qdc en la ecuacion (117) y se integra a lo largo de los dos tramos. 
Se obtiene: 

fb qc (l\ — c a ) dc __ Hi qc (1 \ — c*) dc q 1% + l\ 

lo 2 l-z [h + b) Jo 2/, [Li -f- l z ) 8 2, -f- It 

h = h= l, 


M e = - 

cuando 


El sentido en que actiia este momento es el de la figura 175 (d). 

4. Dibujar el diagrama de fuerza cortante para la viga del pro- 
blema anterior, suponiendo 2, *= 2 2 y q =■ 8 kg. /cm. 

5. Determinar el momento flector mAximo en valor absoluto en la 
viga AGB (fig. 175), si P = 5.000 kg., 2, = 2,70 m., l t = 3,60 m. y 
c = 1,80 m. 

Respuesta : 

M mix = 3.540 kgm. 

6. Una viga sobre tres apoyos equidistantes estA sometida a la 
aceidn de una carga uniformemente repartida de intensidad q. Hallai 
la reaccidn en el apoyo central si Aste, por la acciAn de la carga, cede y 
desciende una cantidad 8. 

Solucidn: Utilizando el metodo mostrado en la figura 175 (6) y (c), 
la reaccion X en ei apoyo central se encontrarA por la ecuacion 


de donde 


J_ q( 2Q « X (21)* 

384 EI 48 EI + ’ 



6SEI 

I* 


7. Determinar el incremento en la acoidn de la viga A B sobre el 
apoyo O — fig. 175 (o) — producido por un caicntainiento irregular de 
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f 

I 


la viga si la temperature varfa desde el valor t, ea la care inferior, al f„ 
en la superior, con arreglo a una ley lineal, t > «, y i, = l, = t. 

Solution: Si se quitase el apoyo C, debido al ca.lentamiento irre- 
gular de la viga, <§sta tomaria la forma de un arco de enouio. i£l radio 
de este oirculo se determinaria por la ecuacion 

1 a (t — q) 

r ~ h ’ 

siendo b In altura de la viga y a el coeficiente de dilataeidn por el ealor. 

13 

La flecha correspondiente al centro seria 8 = y ia rettoo.Oii X on. O 
se hallaria por la ecuacidn 

48 El 

8. T)otprrmnar el diagrama de momentos flectores para la viga 
ABC, apoyada sobre tres poutones (fig. 176), si el area de la seccibn 

recta horizontal de cada pon- 
t<5n os A y e) peso por unidad 
de volumen del agua es y. 

Solution : Prescindamos del 
apoyo en G. La flecha produ- 
cida en este punto por la car- 
ga P consta de dos partes; (o) 
la flecha debida a la flexidn de 
la vi an. y (b) la flecha debida al descenso de los poutones A y B. Me- 
dium*) in ecuacion (91), se obtiene: 



Fxo. 170 


S =4W,t 3(2?), - 4c ">+0? W 

La reaction X en el apoyo central disminuye la flecha anterior en 
la canutind 

xm )* X 

48 El, + 2 Ay (6) 

La diferencia entre (a) y (b) represents el descenso del punto 0, 
por io que se deduce la ecuacion siguiente: 


Pc 

48 El, 


[W- 


• 4c, J + 2^- 


X(2l)> X 
48 El, 3Z7 


A' 

Ay 


Oonocido X, puede dibujarse facilmente el diagrama de momentos 
flectores. 



45. Vlgas continuas. — En el caso de una viga continua so- 
bre varios apoyos (fig. 177), se considers corrientemente uno 
de los apoyos como articulation fija y los demas como articula- 
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ciones sobre rodilios. Con esta disposition, cada apoyo inter- 
medio supone una ligadura hiperestatica, es decir, el numero de 
ligaduras hiper estaticas que el sistema presenta en total es igual 
al numero de apoyos intermedios. Por ejemplo, en el caso re- 
presentado en la figura 177 (a) el numero de incognitas hiper- 
estaticas es cinco. Para resolver el problema puede utilizarse 
cualquiera de los metodos empleados en el parrafo anterior. Si 



Fig. 177 

el numero de apoyos es grande, el segundo metodo, o sea. el que 
toma como ligaduras hiperestaticas los momentos flectores en 
los apoyos intermedios, resuelve el problema de modo mas sen- 
cillo. Sea — fig. 177 ( b ) — dos vanos adyacentes n y n + 1 de una 
viga continua, cortados de ella en los apoyos n — 1 , n y n-\- 1, 
y representemos con M n _ 1 , M n y M n+1 los momentos flecto- 
res en dichos apoyos. Los sentidos de estos momentos depen- 
den de las cargas que actuen sobre la viga. Nosotros les asigna- 
remos los sentidos de la figura l . Es evidente que si los momentos 
flectores en los apoyos fuesen conocidos, el problema de la viga 
continua quedaria reducido al calculo como vigas simplemente 
apoyadas de los diferentes tramos de la viga continua. Para cal 
cular los momentos flectores M n _ v M„, utilizaremos la con- 
dition de continuidad de la elastica en los apoyos. Para un apoyo 
cualquiera n esta condicion de continuidad queda satisfecha si 

0 = 6'. (a' 

1 Si al averiguar el valor de los momentos se obtienen para al 
gunos valores negativos, la direccion en que aetuan estos momento° 
sera contraria a la de la figura. 
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Las expresiones generates de los angulos de rotacion en los 
extremos se calculan como reacciones producidas en las vigas 
conjugadas cuando se cargan con las areas de los diagramas de 
momentos flectores correspondientes —fig. 177 (c). 

Sea A n el area del diagrama de momentos flectores para el 
tramo n considerado como viga simplemente apoyada debido 
a la carga real en ese tramo y representemos con a n y b n las dis- 
tancias horizontales del centro de gravedad C„ de dicho diagra- 
ma a los apoyos n — 1 y n. Debido a esta carga, el angulo gi- 
rado por el apoyo n sera 

A wQn 

~ Tjsr; 

Sumando a esta rotacion la que los pares M„ _ , y M n pro- 
dncen en el apoyo n y cuyo valor es, ecuaciones (103) y (104), 

IMnln il/n_]/n\ 

~\VJ7 Z + GElJ’ 
el dngulo total del giro sera 1 * * * 

0 / Ain in . Mn—iln ^ Andn \ ^ 

~~ ( 3EI Z + YeL + Ijzi] r 

Por el mismo procedimiento se obtiene para el tramo n -f- 1 
0» __ A n+ \b n +1 M n l n +i . M n+ l ! n+l 
l n+ ,EI z 3 FA Z Q El z 

Sustituyendo (6) y (c) en la ecuacion (a), resulta 

Mn-Jn + 2 il I n (ln +% +1 ) + M n+l l n+] = - _ Q A±&±! n 18) 

Relation conocida con el nombre de secuacion de los tres 
momentos» a . Como el numero de estas ecuaciones es igual al 
mimero de apoyos intermedios se tendra un sistema de ecua- 
ciones determinado que dara los valores de los momentos flec- 
tores en los apoyos sin dificultad. Al enunciar el problema he- 
mos supuesto que los extremos de la viga continua estaban 

1 El sentido positivo para el Angulo 0 es el de las agujas del reloj. 

* Esta ecuaciAn fuA establecida por Bertot (vAase Comptes rendus 

de la Sociite dee Ingenieure civile, pag. 278, 1855). VAase tambiAn Cla- 

peyron, Paris, C. R., t. 45, 1857. 
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apoyados. Si uno o ambos extremos estan empotrados, el nu- 
mero de ligaduras hiperestaticas sera mayor que el numero de 
apoyos intermedios y sera necesario establecer ecuaciones adi- 
cionales que expresen la condi cion de que no giran las secciones 
extremas de las vigas a fin de determinar el problema (vease 
problema 5, pag. 199). Conociendo los momentos en los apoyos, 
se calculan sin dificultad las reacciones que se presentan en ellos. 

Tomando, por ejemplo, los dos tramos n y n 1 — figu- 
ra 177 (b ) — y considerandolos como vigas simplemente apoya- 
das, la reaction R' n en el apoyo n, debida a las cargas reales 
sobre los dos tramos, se calcula facilmente. A ella se sumaran 
las reacciones debidas a los momentos M n _ v M n y M n+V To- 
mando como sentidos de estos momentos los indicados en la figu- 
ra 177 (6), el efecto adicional sobre el apoyo n sera 
Ain— i AI n ■ AI n -|- A 7ft -|-i 


La reaccion total R n sera, por consiguiente, 


R n = R'„ -f- 


A1 n —i Al n —M n + M n+1 


Fig. 178 


La ecuacion general de continuidad (a) puede utilizarse tam- 
bien en aquellos casos en que por defectos de montaje los apo- 
yos no estan al mismo ni- 

vel (fig. 178). Sean p„ y (3„ + , — + -j 

los angulos de inclination n ~' 7 -A- ! 

& 7/7 ' */?+» 

con la horizontal de las li- h •< 

neas rectas que unen los apo- Fig. 178 

yos en los tramos n y n + 1. 

El angulo de rotacion dado por las ecuaciones ( b ) y (c) estaba 
medido desde las lineas que unen los centros de las articulacio- 
nes; por consiguiente, el angulo 0 entre la tangente en n y la 
horizontal sera, para el tramo n, 

.. i Afnln Aln—iln AnCht D \ 

O = — ~t~ H Pn 1 1 

3 EI Z 6 El, In El. 


y para el tramo n + 1, 
ln+ | EI f 


Afjn+i . AIn r Jn+-[ 
?>EI~ ~6E77 
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Aplicandn esta ecuaci6n a nuestro caso (fig. 179) para los tramos 
primero y segundo, y teniendo en cuenta que en el apoyo 0 el mo- 
men to flector es cero, se tendrA: 

4 M,l + = - q ~- ( d ) 


For ias condiciones de simetria es evidente que M x = M t . 

For eonsiguiente, de id) se deduce que M, = — 

El diagrama de momentos fiectores se muestra en la figure- 179 (a) 
por medio del area rayada. La 

i eacci6n en el apoyo 0 es <;— j 

ql qP l 4 -/V 

R " = !~To-7 = To ql - ^ if\ 

tfni ~T “n tn+i 

La reaccidn en el apoyo 1 es: 'Ll 

„ _ ,,qP 1 _ 11 7 

R ' q + io ' T io q1, 1 » — -3 - — l «*i 


On b n 


El diagrama de fuerza cor- ^ 10 - I®** 

tante esta representado en la 

figure 179 (b). El momento maximo se presentarA donde la fuerzn cor- 
tante sea cero. El momento flector maximo en valor absoluto se pre- 
sents en los apoyos intermedios. 

2. Encontrar la expresidn del segundo miembro de la ecuacidn (118) 
cuando existe una carga concentrada en el tramo n y esta descargado 
e) tramo n + 1 (fig. 180). 

Solution : En este caso, A n es el area del tri Angulo de altura Rc ^ n — 

l n 

y de base l n ; por eonsiguiente, A„ — R< ^ r l y o„ = l n — b„ — l n — . 

Z o 

Sustituyendo en (118), tenemos 

M n—iln + 2 M n (l„ + l„ +1 ) + M nrl l n+X = - 

3. Determinar los momentos fiectores y las reacciones en los apo- 
yos de la viga continua representada en la figura 181. 


tso 

Fig. 1S1 


, 53 “ 3 5i " 

T' 


f.60 


Prspuesta : Af, = — 46,2 toneladas.cm.; Af, = — 112.2 tonela- 
das. cm., ib 3 = 49,5 toneladas.cm. Las reacciones son: R„ — — 0,386 
toneladas; R x = 2,69 toneladas; R t = 6,22 toneladas; R t = 3,75 to- 
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neladas; P 4 — — 0,275 toneladas. Los momentos en los apoyos son 
negativos y produeen, al flexar la viga, convexklad hacia arriba. 

4. Dibujar los diagramas de momento fiector y fuerza cortante 

para la viga continua representada en la figura 182 (a) P = ql, c = 

Solution ; En este caso, la carga en la viga conjugada para el pri- 

qp 

mer tramo vale A t = para el segundo tramo, A 2 = 0, y para el 
tercer tramo, 


Pc ( l — c) 

: 2 ; 


21 — c 
3 : 


Sustituyendo en la ecuacion (118), se obtienen las siguientes: 
4 M,l + M 2 l qV> 


de donde 


+ 4 M 2 l = 




Pc (V* — c 2 ) 




Ambos momentos son negativos y, por tanto, el diagrama de mo- 
mentos flectores sera el de la figura 182 (6). Para obtener el diagrama 




PcO-e)/ t 



(c) 

Fig. 182 

de la fuerza eortante hallaremos primeramente las reacciones en los 
apoyos de los distintos trainos (ecuacidn 119), considerando los tra- 
mos como vigas independientes. Las reacciones en los apoyos 0 y 1 del 
primer tramo de la viga son: 

gl , M i „.. Q , ql Af, 

2 + — = 0.449 y | ~ = «,551 
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7. Una viga continua de cuatro tramos ignales de In/, 4.80 m. eatA 
cargada uniformemente en ei liltimo tramo. Dibujar los diagranias de 
fur"za eortante y momento flector si q = 7 kg. /cm, 

8. Resolver el problema 5, suponiendo que sobre toda la viga 

actiia una carga uniformemente repartida de intensidad q v que c = g- 
Dibujar el diagrama de fuerza eortante para esta solicitation. 






capItulo vn 

VIGAS DE SECCION VARIABLE. VIGAS 
DE DOS MATERIALES 

46. Vigas de seeciOn variable. — En los estudios realizados 
hasta ahora todas las vigas consideradas tenian forma prism a- 
tica. Un examen mas detenido de los problemas muestra que 
las ecuaciones (56) y (57), obtenidas para lasbarras prbmaticas, 
pueden usarse tambien con suficiente aproximacion para piezas 
de seccion variable con tal de que la variation no sea rapida. 
Los casos de cambio brusco en la seccion, en 

los que se presentan grandes con ccntraci ones ^ 1 t~ 

de fatiga, se estudiaran en la Segunda parte. P' — |« 8 * 

Como primer ejemplo de viga de seccion ^ ' 

variable consider aremos la deformation de » — 1 • 

una mensula que tiene la forma de solido de Fig. 184 

igual resistencia, es decir, una viga tal que 
el momento resistente de su seccion varia a lo largo de la viga 
en la misma proportion que el momento flector. De este modo, 
tal como indica la ecuaoion (60), (aJmAx permanece constante 
a lo largo de la viga y puede tomarse igual a a,. Esta condi- 
tion signifies un ahorro de material, pues cada seccion recta 
tiene solamente ei area necesaria para satisfacer las condicio- 
nes de resistencia. 

Para un simple voladizo con la carga en su extremo (fig. 184) 
el momento flector en una seccion a la distancia x de la carga 
es numtiicamente igual a Px. Para tener una viga de igual re- 
sistencia, el momento resistente de la seccion debera ser tam- 
bien proportional a x. Esta condition puede satisfacerse de di- 
'•ersos modos, 
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Consideremos primeramente el caso de seccibn rectangular 
de ancho constante b y altura variable. Entonces, por defani- 
eion de viga de igual resistencia, se cumplira que 

M 6 Pa: 6 PI 

— = = = const., 

Z M 2 bhl 

donde h 0 es la altura de la viga en el extremo empotrado. Por 
consiguiente, 


Lo que nos dice que la altura varfa en este caso segun una 
ley parabolica. En el extremo cargado, el area de la seccion recta 
es nula. Obtenemos este resultado por haber despreciado la in- 
fluencia de la fatiga cortante al establecer la ecuacion de la forma 
de igual resistencia. En las aplicaciones practicas, estas fatigas 
se toman en consideracion modificando la forma anterior en e) 
extremo cargado, a fin de tener area suficiente para transmitir 
la f'uerza cortante. La flecha de la viga en el extremo sera 
(ecuacion 93): 

r “*?*,_“** ( m) 

J„ FM? Ebh\ J 0 3 El, 

bji 3 

donde 7 0 = — £ es el momento de inercia de la seccion en el ex- 

tremo empotrado. Comparando esta formula con la ecuacion (95) 
se ve que la flecha ahora es doble que la de una barra prismatica 
de la misma rigidez a la flexion EI 0 y sometida a una carga 
igual. Es decir, la barra tiene la misma resistencia, pero no la 
misma rigidez, que una barra prismatica. 

Veamos ahora el caso en que conservamos constante la altura 
de la seccion y variamos su ancho b — fig. 185 (a), (6) — . Se tendra 


y la viga tendra la planta triangular de la figura. Como el mo- 
mento resistente y el momento de inercia de una seccion cual- 
quiera crecen con x en la misma proportion que el momento 
Hector, adernas de ser constante, (a,) ulfa lo sera tambien la cur- 


VlGAS DE SECCION VARIABLE 


203 


vatura de la elastica (ecuacion 56) y la magnitud del radio de 
curvatura se deducira de la expresion siguiente (vease ecua- 



La flecha en el extremo de un arco 
de cfrculo puede tomarse para fle- 
chas pequenas igual a 



PP 

2E/ 0 


( 122 ) 



o utilizando (c), 

S = K) mix (3.23) 

hE 

De aquf se deduce que para este Fig. 185 

tipo de voladizos de igual resisten- 
cia la flecha en el extremo varfa como el cuadrado de su lon- 
gitud y en relation inversa de la altura. 

Estos resultados pueden utilizarse para el calculo aproxi- 
mado de fatigas y flechas en un muelle de ballesta. La planta 
triangular anterior se divide en tiras que se disponen como in- 
dica la figura 185 (b), (c), ( d ). 

La curvatura inicial y el rozamiento entre las hojas de la 
ballesta se desprecian en una primera aproximacion y la ecua- 
cion (123) puede considerarse como suficientemente exacta L 

La teorfa de la viga conjugada puede tambien emplearse 
para el calculo de la deformacion de vigas de seccion variable. 
Recordamos a este efecto que la curvatura de la elastica en cual- 



1 Esta soluoion fu6 obtenida por E. Phillips, Annnles des Mines, 
vol. 1, pags. 195-336, 1852. Vease tambien la History of Elasticity de 
Todhunter and Pearson, vol. 2, parte I, pag. 330, y Theorie derBiegungs- 
und Torsions- Federn, v. A. Castigliano, Wien, 1888. El efecto del 
rozamiento entre las hojas fue discutido por G. Mario, Annales des 
Mines, vols. 7-9, 1905 y 1906. D. Landau y P. H. Parr han investi- 
gado la distribucion de la carga entre las diversas hojas de la ballesta 
(Journ. of the Franklin Ins., vols. 185, 186, 187). Una bibliografia 
completa referente a resortes ha sido publicada por la Amer. Soc. 
Mech. Eng., New York. 1927. Vease tambien el libro de S. Gross y 
E. Lehr, Die Federn, V. D. I. Verlag, 1938. 


204 RES1STENCIA DE MATERIALES 


VIGAS DE SECCION VARIABLE 205 



M 

quier seccibn es — — (ecuacibn 56). Por consigniente, el aumen- 
El 2 

to de la rigidez a la flexion El. es equivalente en cuanto a defor- 
mation de la viga a una diminution en la misma proportion 
del momento fleetor M. Puede, por tanto, referirse el problema 
de la deformation de una viga de section variable al de una viga 
de seccion constante modificando las ordenadas del diagrams 
de momentos flee tores, con que se carga la viga conjugada, en 

la relation ~ , siendo I el momento de inercia en la seccibn que 

se considers e /„ el momento de inercia constante de una barra 

prismatica de cuya deformacion 
~y~ 4 ~*j se deduce la de la barra de seccion 

b ■ LI I j - variable. 

Sea, por ejemplo, el caso de 
determination de deformaciones 
en un eje circular (fig. 186), cu- 
Fio. 186 yas secciones tengan dos diame- 

tros diferentes. Sean /„ e I v los 
momentos de inercia de dichas secciones. v P la carga. 

La reduction al caso de un eje circular cuya seccion cons- 
tante tenga por momento de inercia 7 0 se hara del modo si- 
guiente: La viga conjugada A , R x se supondra cargada con la 
carga representada por el area rayada en lugar de con la carga 
triangular A 1 C\B r El area rayada se obtiene multiplicando las 
ordenadas del diagrams correspondiente a la parte central del 

eje por la relacibn La determination de flechas y giros puede 

' I 

liacerse ahora como en el caso de barras prismaticas, en funcibn 
de los momentos flectores y fuerza cor tan te de la viga conju- 
gada divididos por El 0 . 

Debera senalarse que en el caso representado en la figura 186 

el cambio brusco en el diametro del eje que tiene lugar a ^ de 

los apoyos origins fatigas locales en esos puntos. Este fenbme- 
no no tiene influencia en la deformacion del eje con tal de que la 
diferencia de diametro de las dos partes sea pequena comparada 
con las longitudes de las misinas. El metodo que acabamos de 


exponer puede aplicarse tambien al caso de vigas en I compues- 
tas de seccion variable. Sea la viga de la figura 187 apoyada en 
sus extremos y sometida a la action de una carga uniformemente 
distribufda. El momento Hector disminuye desde el centro lia- 



cia los extremos y la viga, y, por tanto, su peso puede reducirse 
disminuyendo el numero de palastros en las alas, tal y como es- 
quematicamente indica la figura. La deformacion de una viga de 
este tipo puede calcularse tomando como patron el momento de 
inercia de la seecion central. La carga para la viga conjugada, 
en lugar de ser una simple parabola, sera el diagrams rayado de 
la figura 187, en el que las disminuciones de seccion han venido 
acompanadas de aumentos en las ordenadas del diagrams en la 

relation -■ . 

Problemas 

1. Una hoja de acero de la forma indicada en la figura 188 estif 
empotrada en un extremo y cargada eu el otro con una fuerza P. De- 
terminar la flecha en el extremo si la longitud es 21, a eJ ancho y h ol 
grueso de la hoja. 

Solution: La flecha eonstara de tres partes: 

j >,'■’> pi 3 

M 81 = WeT; + 2Ei\ flecha en B ’ 

3 PI 3 

-■ a S 2 = ci pf decha en G debida al giro en B. y 

pi 8 

3, ‘ *3 = 2 pj flecha debida a la flexibn de la parte BG de hoja. 

La flecha total es 


3 «■ Sj + 8» + S|, 
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2. Resolver el problema anterior, suponiendo 

£ = 25 cm., a = 7,5 cm., P = 500 kg. y o m 4 X = 5.600 kg. /cm.* 

3. Determinar el ancho d de una ballesta de coohe (fig. 185) y su 
flecha, si P = 3.000 kg., h = 12 mm., £ = 60 cm., a ( = 5.000 kg./cm. 2 
y el numero de hojas n = 10. 

Solution: Considerando las hojas de la ballesta como separadas de 
una placa triangular — fig. 185 ( b ) — , su fatiga sera: 

„ 6 Pi 



de donde 



6 X 3.000 X 60 
HTx 5.000 X l,2 a 


= 15 cm. 


Fiq. 188 


m<p/i 2 10 X 5.000 x 1,2* 

La flecha por la ecuaeion (123) sera: 
* 5.000 X 60 2 


1,2 X 2 X 10 6 


= 7,5 cm. 


4. Comparar la flecha en el centro y el giro en las secciones ex- 

tremas del eje de la figura 186 con los de un eje de la misma longitud, 
pero de seccion constante, cuyo momento de inercia fuese igual a J 0 . 
Tomese /, : /„ 2. 

Solution: Debido a la mayor rigidez de la parte central, los giros 
en los extrernos del eje representado en la figura 186 seran menores que 
los que tienen lugar en el eje cillndrico y estaran en la misma relacidn 
que el area rayada de la figura y el area del triangulo A 1 C l B 1 . Para los! 

valores dados, la relaci6n es ^ : 1. hw. 

Las flechas en el centro de am- TT|N|. I 

bos ejes estaran en la relacion de los , I tiURRh h i 1 11 1 rnI*yfftTl 1 1 1 1 1 X 

momentos producidos por el area i 9 ! 

rayada y por el triangulo A 1 C 1 B 1 . ! £ _ * X j ; s 

9 2 dy 2. ** 

Esta relacion vale : 1. p lQ 

5. Una viga apoyada en sus ex- 

tremos esta cargada tal como indica la figura 189. ;Oomo debe variar su 
altura h para tener la forma de igual resistencia si el ancho b de la sec- 
cion rectangular permanece constante a lo largo de la vigal 
Bta/juesta: 


6. Determinar la flecha de una hoja de acero de 12 mm. de gruesa 
(figura 190), bajo la acciori de la carga P = 10 kg. en el centro. 

Solution: Reduciendo el problema al de la flecha de una hoja de 
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ancho constante e igual a 10 cm., el area de momentos final para este 
caso vendra representada por el trapecio adeb y se obtiene: 

H P£» 

8 ‘ 48 Eli 


donde T z es el momento de inercia en el c entro. El valor numerico de 
la flecha se calculara ahora facilmente. 

7. Determinar la flecha maxima de 
una ballesta (fig. 185) si £ = 90 cm., 
h = 12,5 mm., E = 2 x 10* kg./cm. 2 , 
tjj = 4.000 kg./cm. 2 . 

Respuesta: 

S = 12,95 cm. 

8. Una viga rectangular simplemen- 
te apoyada sufre una carga P que se 

mueve a lo largo de la luz. jC6mo debera 6 

variar la altura h de la viga para que esta Fio. 190 

tenga la forma de solido de igual resisten- 

cm si el ancho b de su secci6n recta que tiene la forma de rectdngulo 
permanece constant© a lo largo de la viga? 

Solucidn: Para una posicion dada de la carga, el momento maximo 
acontece bajo aquella. Representando por * la distancia de la carga 
al punto medio de la luz, el momento flector bajo la carga es 





,, ^ ec, ' r ' C|Ue en este oaso altura de la viga varfa segdn una ley 

Ptica, siendo los semiejes de la elipse 

l v ~l /~Q~Pl 

* 7 V i be,' 
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9. Determinar los momeutos tie empotramiento perfecto en los 
extremes de la viga A B representada en la figura 191, cargada 

en au centro eon la fuerza P. Se tomard . = 2. 

A 0 

Solution: Se obtiene la so- 

P 

I lucion combinando los dos ca- 

A J 0 1 / sos simples de las figures (6) 

' g ) y (c). La condicion de extremos 

laTTi' fi" 7 ' W empotrados equivale a la de 

'a*— L — | 4 !*—j[ giros nulo3 en dichas seeciones 

^ ~ ~ ~ y, por tanto, las reacciones 

- ^ v pj correspondientes a las vigas 

^rATTTlllMTlM T oonjugadas (6) y (c) deberan 

x rftfflllllll l11lHlllllllll 1 11111111 a 11111 -» — ger iguales. 

^ Tendremos: 

■«r llllllllllMjnMMTillB Y t t • r ~ i t I = ML ~ x* - 


de donde 


Fio. 191 


^=48 PZ - 


10. Resolver el problema anterior en la hipotesis de aplicar dos 
fuerzas iguales a P en los puntos G y D. : 

Bespuasta : i 


.. PI 
M = —• 

O 


47, Vigas de materials diferentes. — Hay casos en la prac- 
tica en los que se emplean vigas formadas por dos o mas mate- ^ 
riales diferentes. La figura 192 (a), representa un caso sencillo; > 


se trata de una viga de madera reforzada j— b —| j— A, 
por una llanta de acero sujeta con pernos VTxX T~B F 1 

a la cara inferior de la viga. ] /Xk ] | ^ 

Suponiendo que no hay deslizamiento I /vx£ I — {■ i 

entre el acero y la madera durante la fie- rrrmrmH . . j 

xion, podremos utilizar la teoria de la (a) lb) i 

flexion de vigas de una sola pieza. Como Fia. 192 

las seeciones planas permanecen planas 

durante la flexion, las deiormaciones unitarias de extension y | 
compresion seran proporcionales a las distancias a la linea neu- . 
tra. Debido a que el modulo de elasticidad de la madera es mu- 
cho menor que el del acero, la parte de madera que trabaja a la 
flexion sera equivalente a una zona mucho mas estrecha de ace-. 


Fia. 192 
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ro, tal corao indica la figura 192 (b). Para mantener constante 
el momento de las fuerzas interiores, dada una curvatura, es de- 
ck, establecidos un alargamiento y una contraction, el ancho h x 
del alma de acero equivalente al ancho b de madera que tene- 
mos debera ser 

6, = b - E ”. (a) 

E a 

-De este modo, el problema se reduce a la flexion de una viga 
toda ella de acero y seccion en T. Consideremos, como ejemplo, 
una viga apoyada de 3 m. de longitud y cargada en su centro 
con 500 kg. Las dimensiones de la parte de madera de su sec- 
cion recta son b — 10 cm. y h = 15 cm., y por el lado convexo 
esta reforzada con una llanta de acero de 2,5 cm. de ancho y 

12,5 mm. de grueso. Suponiendo que — — y empleando la 

iba -i) 

ecuacion (a), la seccion equivalente sera un alma de 15 X 0,50 
y un ala de 2,5 x 1,25. Las distancias de las fibras mas alejadas 
de la linea neutra —fig. 192 (6) — son h x — 6,35 cm. y = 9,90 
centimetros. El momento de inercia respecto a la linea neutra 
es l z — 287,9 cm. 2 ; por consiguiente, las fatigas en las fibras 
extremas seran (ecuaciones 61) 

150.000 X 6,35 , . 

Um&x = - = — 824 kg./cm. 2 , 

h 4 X 287,9 


- ^mtn ho 

T_ 


150.000 X 9,90 
4 X 287,9 


= — 1.288 kg./cm. 2 . 


Para obtener la fatiga maxima de compresion en la madera 

E7 -j 

de la viga primitiva se multiplieara g m)n por 

Como otro ejemplo de flexion de una viga formada por dos 
materiales diferentes consideraremos el caso de una pletina cons- 
tituida por la soldadura de otras dos: una de acero al niquel y 
la otra de metal Monell (fig. 193). La flexion de la pletina asi 
formada por la action de fuerzas exteriores puede analizarse 
del mismo modo que el problema anterior, siendo solamente ne- 

E 

cesario conocer la relation siendo E m y E a los moduios de 
amsiBisNcu un — T, 7 
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elasticidad del Monell y del acero. Consideraremos la flexion 
debida a un cambio de temperatura. El coeficiente de dilatacion 
del Monell es mayor que el del acero al nlquel, y cuando crece 
la temperatura la pletina se flexa, originando concavidad en la 
parte del acero. Este fenomeno de flexion de las pletinas bi- 
metalicas por el cambio de temperatura se utiliza en aparatos 
diversos aplicados a la regulation de la temperatura 1 (termos- 

tatos). Sea ~ el espesor de cada pletina; b, la anchura; t, el au- 

mento de temperatura; r, el radio de curvatura; </.„ y « m , los coe- 

ficientes de dilatacion del 

fiiCQro 

m\ \m, b -Al * acero v del Monell; E„I„, 

-i — H — F — u a i„ 


[^'.WWWM — 

(b) Monell * 


Fio. 193 


m m, acero y del Monell; E a I a , 

c ^ la rigidez a la flexion de la 

n n, (af (b) Monell T pletina de acero, y E m I m , 

p A 'sT ^ p la rigidez a la flexion de la 

' F.~ 1 d e Monell. Cuando la tem- 

•-OLA' 4 peratura aumenta, la ple- 

n (oj n, 3 tina de Monell, cuyo coe- 

Fio. 193 ficiente de dilatacion es el 

mayor, queda comprimida 
y, en cambio, la de acero queda extendida. Considerando un 
elemento de pletina separado de la pieza por dos secciones ad- 
yacentes mn y wqMj — fig. 193 (c) — , las fuerzas internas ligadas 
a la section de acero se reduciran a una fuerza de extension P x y 
a un par M v Del mismo modo, para el Monell, las fuerzas in- 
ternas pueden reducirse a la compresion P 2 y al par M 2 . Las 
condiciones dc equilibrio de estas fuerzas son: 

P, = P, = P 


- M\ -j- M 2 , 


Empleando las ecuaciones 

Mi = m 2 = 

r r 

1 Vease publication del autor en Journal of the Optical Soe. of 

Amer., vol. 11, pag. 233. 
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y sustituyendo en (a), se tiene 

Ph E a I a E m I m 

— = + > (b) 

2 r r 

Puede obtenerse otra ecuacion para determinar P y r por la 
condition de que en la superficie de union, c — c, el alargamiento 
unitario del Monell y del acero deben ser iguales; por consi- 
guiente, 

‘IP, h 2 P * h 

ct a t -j- 1- — — oc , n t 

E.Jib 4 r E m hb 4 r 


?*/-*+ -i 

hb \E a E„ 




De las ecuaciones (6) y (c) se obtiene 

~~ (EaIa + E m I m ) / — + ] = (&/» 0. a )t . 

bh 2 r \E a E m j 2 r 

Sustituyendo en esta ecuacion 


I u — I m — 


y E a == 1,15 E m 


se obtiene la siguiente ecuacion aproximada; 

1 3 (oc m Ota) l t , 

— — j (c) 

r 2 h 

y ahora, por la ecuacion (6), 

P — (V-m a 'i) t (EaIa E m I m ) = ( 0t m <X a ) t (E a -{- E m ) (/) 

IP 32 


Mi = E a I a - 

2 h 


3 (of-m “ Ota) I 


Las ecuaciones (/) y (g) determinan P, M x y M 2 . La fatiga 
maxima en el acero se obtiene anadiendo a la fatiga de extension 

producida por la fuerza P, la fatiga debida a la curvatura ^ : 


_ 2 P h K _ 4 
CTuwX ~ l)h r 4 ’ r~ bIPr 


| Ea la + E m I m + ^ E a J. 
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Suponiendo, por ejemplo, que ambos metales tuviesen el 
mismo modulo E, se obtendria 


o, empleando la eeuacion (e) 


°m4x — ” (a rn a 'ib 

Para E = 2 X 10 2 kg./cm. 2 , t = 200° 0 y a,„ — «„ = 4 x 10 -« 
se obtiene 

= 800 kg ./cm. 2 

La distribucion de las fatigas debidas al oalentamiento se 
ve en la ligura 193 (c). 


Problemas | 

1. Hallar el momento fleetor maximo que debe solicitar a la viga de 
madera reforzada con una llanta de acero de la figura 192, si b = 15 cm., 
h = 20 cm. y el espesor de la llanta es 12 mm. Supdngase E m — 10 
kg. /cm. 2 , E a = 2 X 10* kg./cm. 2 , a, = 100 kg./cm. 2 , para la madera, 

y a t = 1.300 kg./cm. 2 para el acero. ' v 

2. Supongase que la viga de madera del problema anterior est& 
reforzada en la cara superior con una llanta de acero de 5 cm. de ancho v, 
y 2,5 cm. de gruesa y en la cara inferior con otra de 15 cm. de ancha 

v 12 mm. de gruesa. Calculese suponiendo los mismos valores que an- 
teriormente para E v a t el momento fleetor maximo que debe solicitar 

a la viga. i 

3. Una pletina bimet&lica tiene una longitud l = 2,6 cm. Hallar } 
la flecha en su centro producido por un aumento de temperatura igual 

a 200 grados centigrados si E a = 1,15, E m y a m a a = 4 X 10 . 

48. Vigas de hormigdn armado. — Conocido es por todos que • 
la resistencia del hormigon a la compresion es mucho mayor que | 
a la extensidn. Por consiguiente, una viga rectangular de hor- 
migon puede flexarse solo debilmente debido a las fatigas de 
extension que ce presentan en su cara convexa y que solamente ~ 
pueden alcanzar valores reducidos. La viga puede deformarse 
en mucho mayor grado. disponiendo barras de acero en el lado 


1 Esta ecuaci6n vale tarnbi4ri para E a — E m , 


JKfiS*- 


VIGAS DE SECCTdw VARTAPTE 213 

convexo, tal como indica la ligura 194. Como el hormigdn se 
adh.ere fuertemente al acero, no hay deslizamiento de un ma- 
terial con relacion al otro durante la flexion y puede aplicarse 
a este caso los metodos aplicados en el parrafo anterior para el 
calculo de las fatigas de flexion. En la practica, la seccion de 
acero que se pone en la viga es tal que la resistencia a la exten- 
sion del hormigon en el lado convexo se extingue antes de que 
el acero alcance el pun to de h 

fluencia, y para cargas mayo- y~ — l — I 

res praeticamente el acero re- */> |||||| ^ ( R T 

siste todo el esfuerzo de exten- n hi. I ^ ° 

sion. Por consiguiente, para ^ °°° *~ ' 

los calculos practicos de fati- p IG j < i4 

gas de flexidn en vigas de 

hormigon armado se acostumbra a suponer que toda la traceidn 
la absorbe el acero y toda la compresion el hormigon. Reempla- 
zando las fatigas de extension en el acero por su resultante R, la 
distribucion de fuerzas interiores en cualquier seceidn mp sera 
la de la figura 194 (6). Suponiendo, como anteriormente, que las 
secciones permanecen planas durante la flexion y representando 
por kh la distancia de la Ifnea neutra nn a la cara superior x , la 
contraction unitaria del hormigon z h y el ala.rgamiento unita- 
rio e 0 de las barras de acero vendran dados por las expresiones 
siguientes: 

_ kh ' (1 — k)h 


El hormigon no sigue la ley de Hooke y su diagrams, de com- 
presion tiene forma analogs al de la fundieion — -fig. 2 (6) — . A me- 
flida que la fatiga de compresion aumenta, el coeficiente angular 
de la. tangente al diagrama disminuye; es decir, que el modulo 
de elasticidad del hormigon disminuye con el crecimiento de la 
fatiga. En los calculos practicos de flexion en vigas de hormigon 
armado se acostumbra a suponer que la ley de Hooke es valida 
para el hormigdn y se compensa la variation del modulo toman- 
do para el un valor mas bajo 'que el deducido en los diagramas 

1 k es un factor numerico menor que la unidad. 


i 
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tie ensayoe cuando las fatigas son pequenas. Las norm as ale- 

E 

manas e inglesas suponen que =15. Las normas Italian a s 

atribuyen a esta relacion el valor 10. De las ecuaciones (a) se 
deduce que las fatigas maximas de compresion para el hormi- 
gon y de extension para el acero son 

- — E. • n (6) 


La posicion de la Hnea neutra de la seccion se encuentra es- 
tableciendo que las fuerzas internas ligadas a la seccion mp de- 
ben reducirse a un par igual al momento Hector. La fuerza de 
compresion en el hormigon debe ser igual a la fuerza R en las 
barras de acero x , o sea 

= (c) 

2 

donde A„ es el area total de acero en la seccion. Empleando la 

nocion de cuantia de acero ^ = n r y llamando n a la relacion 

— mediante las ecuaciones (c) y ( b ) obtendremos 
E h 

k* = 2(1 — k)nn v (d) 

de donde 

k = — nn ^ -■(- ‘s/ (wWj) 2 -\- 2 nn j. (124) 

Despues de determinar la posicion de la linea neutra por la 
ecuacion (124), la relacion entre las fatigas maximas en el hor- 
migon y en el acero se obtiene por las ecuaciones (6) 

_^ = — (125) 

o a (1 — k)n 

La distancia a entre la resultante R de las fatigas internas 
de compresion y la fuerza interna extensora —fig. 194 (6)— es 


a=kh+ (1 — k) 

3 


-(-I 


* Las secciones rectos de las barras de acero corrienlemente son 
pequenas y por ello se emplea la fatiga media en lugar de la fatiga 
maxima. 
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y el momento de las fuerzas internas que ha de igualarse cd 
Hector exterior M es 


de donde 


r> akbh 

dlx — a^a — Cfy — -M- > 

2 


aA a 
2 M 
akbh 


Utilizando las ecuaciones (124) a (128) pueden calcularse 
facilmente las fatigas de flexion en el caso del hormigon armado. 


Problemas 

E 

1- Si •=- = 15 y A. = 0,008 bh, determinar la distancia de la li- 

nea neutra a la cara superior de la viga (fig. 194). 

Solucidn : Sustituyendo en la ecuacion (124) n = 15, n, = 0,008, 
se obtiene k = 0,384, y la distancia pedida sera kh => 0,384 h. 

A 

2. Determinar la cuantia n x = ~ si la fatiga maxima de extension 

en el acero es 960 kg./cm. 2 , la fatiga maxima de compresion en el hor- 

migon es 51,6 kg./cm. 2 y -=^ = ft = 15. 

{solution: Por la ecuacion (125), k = 0,446. Por consiguiente (ecua- 
cion d) 

n i = - 0 - /T* n - = 0,012. 

2 (1 — k)n 

3. Determinar la cuantia n x si la fatiga maxima de compresiOn 
en el hormigon es un veinteavo de la fatiga de extension en el acero. 

Besjmesia : 

n x = 0,0107. 

4. Si n = 15 y la fatiga de trabajo por compresion en el hormi- 
gon es 52 kg./cm. 2 , determinar la carga admisible en el eentro de una 
Vi ga de hormigon armado de 3 metros de luz, apoyada on sus extremos 
y tal que b = 25 cm., h = 30 cm., A a = 0,00975 bh. 

Solucidn : Por la ecuacion (124), 

k = — 15 X 0,00975 + VfldlTMOifTSy^^n^irdiOOgTS = 0.414. 

Obtenido k, la ecuacion (128) da M mix — 208,750 kg./cm., y la 
carga admisible sera 

D 4 M„. kx 208.750 x 4 

300 2.7S4 kg. 
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5. Cftlcular el momento imWimn do trabajo para una viga de hoi- 

E 

migbn armado si 6 = 20 cm., h = 30 cm., A a = 12,5 cm. 1 , = 12, 

y la fatiga do trabajo para el acero es 1.200 kg./cm. 1 y para el hormigOn, 
04 kg./cm. 2 . 

Bespuesla : M = 2.400 m. kg. 

6. Determiner el valor de k para el que las fatigas de trabajo ad- 
misibles para el accro y el hormigdn se alcanzan simultaneamente. 

Solution: Sean a h y a a las fatigas admisibles para el hormigdn y el 
acero. Tomando esta relacion por las ecuaciones (6) y coiisideramlo cl 
valor absoluto, se tiene 

gA _ kEi, 

o a (1 — k) E a 

de donde 


®A + -jjj~ 

Si la viga satisface a esta condicion, se dice que el reforzado es per- 
fecto. Dada k y empleando la ecuacion (126), se obtiene la altura por 
la ecuacion (128) y el area A a por la ecuacion (127). 

A 

7. Determinar la cuantla => si a a = 960 kg./cm. 2 , => 61,6 

E a 

kg./cm. 2 y n = = 15. 

tiolucton: Por la f6rmula del problema anterior se obtiene 


Sustituyendo en la ecuacidn (d), se obtiene 


8. Proyectar una viga de 25 cm. de ancha solicitada por un mo- 

mento de 3.375 m. kg., si = 60 kg./cm. 2 , a a = 960 kg./cm. 1 y = 12. 

Hallar la altura h y la seccion. de hierro A a . SupCngase que el reforzado .«•' 
es perfecto, como en el problema 6. . 

49. Fatigas cortantes en vigas de hormigdn armado.— 

Usando el m6todo del artioulo 26 y tomando en examen el ele- 
niento mnmpi l comprendido entre dos secciones adyacentes | 
mj) y m l / p 1 (fig. 196), se deduce que la fatiga cortante indxima 

T actua sobre la superficie neutra nn v Representando por dji f 
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la diferencia entre las fuerzas internas totales de compresidn en 
el hormigon ligadas a las secciones nip y jitjjBj, la fatiga cortante 
x xy ligada a la superficie neutra se encontrara por la ecuacion 
de equilibrio siguiente: 


de donde 


— dR, 


, v _1 dR 
b ax 


Ruesto que el momento Sector es 

M = Ra, 


la ecuacion (a) se puede escribir 


("*!/) 1 111.x • 


J_ dM 
ab dx 


donde V es la fuerza cortante correspondiente a la seccion 
considerada. Mediante la ecuacion (126), la expresion ante- 
rior de la fatiga cortante se trans- m m 

forma en la siguiente: ) \ | 

( 129 ) 

bh( 3 — h) p \p. 

En los calculos de aplicacion tie- Pig. 195 

ne importancia no solo esta fatiga 

cortante ligada a superficie neutra, sino tambibn la fatiga cor- 
tante que se desarrolla en la superficie de contacto del hormi- 
gon y el acero. Considerando nuevamente las dos secciones ad- 
yacentes de la figura 195, la diferencia de las fuerzas de exten- 
sion en esas dos secciones es 


— dx — 
Pig. 195 


dR = 


Esta diferencia se equilibra con las fatigas cortantes distrl- 
buidas sobre la superficie de las barras. Representando por A 
]a superficie lateral de las barras de acero por unidad de longi- 
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CAPfTULO VTII 

FLEXION ACOMPAftADA DE TENSION 0 COMPRESlON. 

TEORIA DE COLUMNAS 

50. Flexi6n acompanada de traccidn o compresidn. — Su- 

pondremos en lo que sigue que la barra prismatiea esta car- 
gada eon fuerzas situadas en uno de sus pianos de simetrfa, 
pero que asf corao en todo lo anteriormente expuesto las fuer- 
zas eran transversales, ahora pueden tener componente a lo 
largo del eje de la barra. Un caso sen- 
cillo de este tipo es el mostrado en la j T I* 

figura 196, que representa una colum- 
na cargada con una fuerza inclina- 
da P. Esta fuerza se descompone en 
una transversal N y otra longitudi- 
nal T y se supone que la columna es 
relativamente rigida y toma una fle- 
cha tan pequeiia en la flexion que 
pueden despreciarse las fatigas de este 
genero que produce la fuerza T al Fig. 196 

lado de las correspondientes a la N. 

Por consiguiente, la fatiga resultante en cada punto la obten- 
' dremos superponiendo a la fatiga de compresion debida a la 

fuerza T la fatiga de flexion que corresponda a la N. El caso de 
una columna poco rigida, es decir, flexible, en la que por ser la 
J;: fleeha considerable — fig. 196 (6) — tiene un efecto apreciable 

•v la flexion que produce la fuerza T se vera mas adelante (vease 

& articulo 53). La fatiga debida a la fuerza T es constante para 

y todas las secciones de la columna e igual a -j, siendo A el area 
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de la seccion recta. Las fatigas de flexion dependen del valor ■ 
del momento que, como sabemos, varla desde cero, para la oa- ' 
beza de la columna, a Nl en la base. Por consiguiente, la sec- 
cion mas castigada es la de empotramiento y en ella la fatiga 
para un punto a la distancia y del eje z es f 


Suponiendo, por ejemplo, que la seccion recta de la colum- 
na es un rectangulo b X h, con el lado h paraielo al piano de 
flexion, se tendra 

A = bh; I t = 

12 

La fatiga de compresion maxima se presentara en el punto n 
y vale 

, , 6NI T 

(.J* JJT-jJ- (6); 

Esta fatiga es numdricamente la mayor. 

En el punto m se tiene \ 

,6 Nl T 1 

( ff x)m4x — — — — • 

bh 2 bh 

Cuando la, fuerza P no es paralela a uno de Ios dos pianos 
principales de flexion, las fatigas de flexion producidas por la A 
componente transversal N se encuentran descomponiendo N en i 
dos componentes paralelas a dichos pianos (vease artlculo 38). 1 
La fatiga resultante en cualquier punto se obtiene superponien- a 
do dichas fatigas de flexion con la fatiga de compresion produ- ^ 
cida por la fuerza longitudinal. f 


Problemas 

1. Determinar la fatiga maxima de compresibn en las columnas de 
madera de la figura 197. Su altura es 6 m,, el diametro 20 cm. y la car- 
ga P en el hilo A BG, 30 kg. La fuerza de extension en cada cable DJP 


500 kg.; tg a 


jy sen p 


6 y Dk 


4,5 m. 


Solucidn : Las componentes de la fuerza en el alambre BG — figura 
197 (6) son Aj = 150 kg., T l = 15 kg. Las componentes de la fuerza en 
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el cable DP son N 2 = 100 kg., T 2 = 490 kg. El momento flector mAxirno 
acontece en el extremo empotrado y vale M m ,, v = 45.000 kg. cm. El es- 



Eig. 197 


fuerzo longitudinal de compresibn para dicha seccion es T, + T 2 
kilogramos. La fatiga de compresion maxima es 


4 X 505 , 32 X 45.000 KO 00 , , . 

tj = ^ 5 = = 58,88 kg./cm.*. 


505 


2. Determinar la fatiga mAxima de extension en la viga rectangu- 
lar de madera de la figura 198, si S = 2.000 kg., 6 = 20 cm., h = 25 cm. 
Respuesta: 


, , 6 X 180 X 500 , 2.000 . 

felnto- 20 x 25® + 500 — 47 > 2 k S-/ cm - • 


3. Determinar la fatiga de compresion maxima en la estructura 
ABC (fig. 199). La carga P vale 1.000 kg. El nudo B es rigido, la ar- 



Fig. 198 Fig. 199 


ticulacibn en A, fija, y el apoyo C es una articulacion m6vil. La sec- 
cion recta de las barras 415 y BG es cuadrada, de 25 X 25 cm. 
Respuesta : 


6 X 500 X 240 , 300 . . . 

25® + 25® = 46 ’ 56 kg - /Cm ‘ • 


4. Un muro de fAbrica de ladrillo cuyo espesor es 1,8 m. tiene 
4,5 m. de altura y sirve para contener tierras (fig. 200). Determinar la 

, , • 25.000 . . 3 

fatiga de compresion mAxima en la base si su peso es y = — — kg./m. 

y la presibn de la tierra 22222. kg. por metro de pared. La distribu- 
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cion de la presidn de las tierras a lo largo de la altura del muro sigue 
una ley lineal represen tada por la recta AB. 

Respuesta: La fatiga en m = - 25-000 X 4,5 X 1,8 _ 60.000 X 6 X 150 

9 X 10 4 X 1,8 9 x 180 a x 100 

A ^ = — 1,25 — 1,54 = - — - 2,79 kg. /cm. 2 . La fatiga en 

I n = — 1,25 + 1,54 = 0,29 kg./em. 2 . 

' rr| | i x N 5. Determinar el espesor de la pared en el pro 

blema anterior para el que la fatiga en n es nula. 

I U-l *j+ %-■ -\ — Respuesta: 2 metros. 

T I' . A Mi \ ®" Una columna circular de 1,80 m. de altu- 

m n q ra (fig. 196) esta solicitada por una fuerza P, cuyas ! 

S componentes N y T son iguales y de valor 500 kg.' 

H Hallar el diametro de la columna si la fatiga ma-l 

xima por compresion no debe sobrepasar los' 
80 kg. /cm 2 . 

Fig. 200 7. Hallar <T mi i x y a rmn en la seccion central de 

la barra BG (fig. 199), si en lugar de la carga con- 
centrada P obra una carga vertical q — 7 kg. /cm. distribulda a lo largo 
del eje A BG. 

8. Una barra circular AB articulada en B y apoyada en un piano 
vertical pulimentado (sin rozamiento), por el otro extremo A esta so- 
licitada. por su propio peso. Determinar la po- a 
sicion de la seccion recta mn (fig. 201) para la JA — -/) 

que acontece la fatiga de compresion maxima. / \. \ 

Solution : Sean l la longitud de la barra, q \ 
su peso por unidad de longitud y a el angulo * \\/ m 

de inclination con la horizontal. La reaccion 


A u a 1, 

en A es K = — cot a. La fuerza de compresion 

para una seccion cualquiera mn a la distancia 

x de A es q x sen a -f -L -■ el momento 

2 sen a 

flector en la misma seccion vale M =* — cos a • x - 

2 

tiga do compresion maxima sera: 


Fig. 201 


La fa- 


qx sen a 


ql cos 2 a 


, 32 ql 

+ ^.2 C0Sa 


donde d es el di&metro de la barra. 

• lgualando a cero la derivada de esta expresion, se obtiene 


l d 

x= b j tga- 


9. La columna de la figura 196 tiene 1,80 m. de altura y 30 cm. de 
diametro. Determinar la magnitud de la fuerza P si sus componentes 
N y T son iguales y la fatiga maxima de compresion en n es 80 kg./cm- 2 . 
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Respuesta : 

P= 1.630 kg. 

10. Una fuerza P produce flexion en la barra ABG, empotrada 
en A (fig. 202). Determinar el angulo que en la deformacion gira la 
seccion en C, si los momentos flectores en 
A y B son iguales en valor absoluto y de 
signo contrario. 

Solution: De la igualdad de los mo- 
mentos flectores en A y B se deduce que 
la fuerza P pasa por el punto medio D do 

PA 

la barra AB. Por consiguiente, P x = ~ 

y pueden calcularse P x y P y . El giro de Fig. 202 

la seccion en B en el sentido de las agujas 

del reloj, debido a la flexion de la parte A B por la accion de la com- 
P l 2 

ponente P y es La rotacion de la misma seccion en sentido sinis- 

trorsum debido a la components P x es —jyj-- El giro de la seccion en 

G respecto a la seccion en B, en sentido contrario a las agujas del reloj, 

P a 2 

debido a la flexi6n de la parte BG de la barra es angulo gira- 

do por el extremo G en sentido positivo sera, por consiguiente, 

/y 2 P x al P x a 2 P x a 2 

2 El El 2 El 2 El’ 

51. Cargas excentricas en cuerpos de poea esbeltez. — La 

carga excentrica es un caso particular de la combinacion de 
i’atigas de flexion con las de traccion o compresion. Cuando la 
longitud de la barra no es muy grande comparada con sus di- 
mensiones transversales, su flecha es tan pequena que puede des- 
preciarse comparada con la excentricidad inicial e; por consi- 
guiente, puede utilizarse el metodo de superposicion L Sea, por 
ejemplo, el caso de compresion por la accion de una fuerza lon- 
gitudinal aplicada con la excentricidad e (fig. 203) en uno de los 
dos pianos principales de la barra. Introduzcamos ahora dos fuer- 
zas iguales y opuestas de valor P aplicadas en el centro de gra- 
ved ad O de la seccion. Puesto que estas dos fuerzas introducida, 
tienen resultante y momento nulo, el problema no ha cambiados 

1 Para el caso de cargas excentricas en barras largas, vease ar- 
tleulo 53. 
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y de este modo tenemos sobre la section una fuerza P que pro- ,* 

duoe fatiga de eompresion directa — -j, tal como indica la figu- 

ra 203 (6) y un par Hector en uno de los pianos principales, de 

valor Pe, que produce fatigas de fle- 

i_p xion , - distribuldas tal como indi- 

o*] JTTlMly I 

p I 'ttMHi l ca la figura 203 (c) La fatiga total sera, % 

porconsiguiente, I 

- dAJ f P Toy % 

f = — r* (0) 

qirrujn A I, 


z ^ El diagram a de distribucidn de esta 

j $ ~b\ fatiga total se ve en la figura 203 (d). 

1 wfflm a Se supone que la fatiga maxima de fle- 

I— h J xion es menor que la fatiga constante 

Fig. 203 de eompresion; por consiguiente, las fa- 

tigas totales seran de eompresion para 
todos los puntos de la seccion. Si la fatiga maxima de flexion 
es mayor que la fatiga constante de eompresion, hay una lfnea 
de fatiga nula, paralela al eje z, tal que divide a la seccion en 
dos zonas, de las cuales la de la izquierda trabaja a extension 
y la de la derecha a eompresion. Para una seccion rectangular 
de lados h y b — figura 203 (a ) — la ecuacion (a) se escribe 

„, = -£-H£sr (ao 

bh bW 


poniendo y 


se obtiene 


y sustituyendo y = 




Se observara que cuando e < - no existe cambio de signo 


FLEXION ACOMPANADA DE TENSION O COMPRESlON 225 


en la fatiga ligada a la seccion; cuando e = -, la fatiga maxima 

2P ” 

de eompresion (ecuaciOn c) es y la fatiga en el lado opuesto 

de la seccion rectangular es nula; y, por ultimo, cuando e > -> 

6 

existe inversion en el signo de la fatiga, y la position de la linea 
de fatiga nula se obtiene igualando a cero la expresion (a 1 ), eon 
lo que se obtiene 

h 2 

y = — — • ( d ) 


Representando por k t el radio de giro con relacion al eje z 
(vOase Apendice), la ecuaciOn (d) queda 

V = — -• (131) 


Se ve que la distancia de la lxnea de fatiga nula al centro de 
gravedad disminuye a medida que la excentricidad e aumenta. 

Un analisis analogo al efectuado para 
el caso de eompresion sirve para el estu- 
dio de la traction excOntrica. La ecua- 
cion (131) puede utilizarse para sectiones 
de forma distinta de la rectangular, siem- 
pre que el punto de aplicacion de la car- 
ga este sobre uno de los ejes principales S’ 
de inercia. 

Consideremos ahora el caso en que el F IQ . 204 

punto B de aplicacion de la fuerza de 

compresiOn P no esta sobre uno de los dos ejes principales de 
inercia de la seccion, y sean estos los ejes y y z de la figura 204. 
Llamando my n a las coordenadas del punto B, los momentos 
de P, con relacion a los ejes y y z, seran Pn y Pm, respecti- 
vamente. Por superposition, la fatiga en un punto cualquiera F 
de la seccion es 




P Pmy Pm 

a 77~~i7 


(«) 


en donde el primer ttimino del segundo miembro representa la 
fatiga uniforme de compresidn, y los otros ttiminos las fatigas 
de flexidn producidas por los momentos Pm y Pn, respectiva- 


B.B8ISXBJKU4 J>M lU-TKElAiBS. — T. I 


15 
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metite. Como indica la ecuacion (e), las fatigas se distribuyen 
segun una ley lineal. La ecuacion de la llnea neutra, o de fatiga 
nula, se obtendra igualando a cero el segundo miembro de la 

ecuacion (e). Empleando la notation = k\ e ~ M, donde 

A A y 

k z y Jc y son los radios de giro con relacion a los ejes z e y, res- 
pectivainente, resulta 

my nz 

— H 4- 1 = 0. 

K kl 

Haciendo en esta ecuacion primeramentc y = 0, v despues 
z = 0, se obtienen los puntos M y N de interseccion de la llnea 
neutra; con los ejes coordenados z e y (fig. 204), las coordena- 
das 8 y r de esos puntos son 


De estas ecuaciones se obtiene 


n = _K. 

8 ’ 


Estas ecuaciones tienen la misma forma que las ecuacio- 
nes (f/)> y de ello se deduce que cuando la carga actua en el 



Fio. 205 


pun to B' de coordenadas a y r, la llnea 
neutra correspondiente sera la N'M' (re- 
presentada en la figura con llnea de pun- 
tos), que intercepta sobre los ejes y y Z 
las longitudes m y n. 

Existe otra relacion importante en- 
tre el punto de aplicacion B de la carga 
y la posicion de la llnea neutra corres- 


pondiente, y es la siguiente: A medida 
que B se mueve sobre ia llnea B 1 B 2 (fig. 205), la Knea neutra 
gira alrededor de un punto fijo B' . La demostracidn es como 


sigue: Se descompone la carga en B en dos componentes pa- 
ra) elas aplicadas en B^ y B 2 . La componente en B^ actua 
en el piano principal xz) por consiguiente, la llnea de fatiga | 
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cero correspondiente es paralela al eje y, y su interseccion 
con OZ, deducida de una ecuacion analoga a la (131), es 



De modo analogo la linea de fatiga cero para la 
componente en B 2 es paralela al eje z y su distan- 
cia a este eje es 




Para cualquier posicion de la carga sobre la p’ig. 206 
llnea B y B 2 la fatiga en B' sera cero; por consiguien- 
te, a medida que el punto de aplicacion de la carga se mueva 
a lo largo de la linea recta B y B 2 , la linea de fatiga nula corres- 
pondiente girara alrededor del punto B' , cuyas coordenadas se 
deducen de las ecuaciones ( h ) y (lc). 


Problemas 

1. El Area de la seccion recta de una barra cuadrada se reduce a 
la mi tad en la secci6n mn (fig. 206). Determinar la fatiga maxima cie 
extensi6n en esta seccion producida por la carga axial it 

Buspueula : 

, , 2P Pa 24 8 P 

\^x) n;ax ' — o f” ~a — — — 5"* 

ar 4 a 3 o a 

2. Resolver el problema anterior suponiendo que la barra tiene 
una seccion circular. 

3. Una barra de seccion en _L estA cargada excentricamente con 
las fuerzas P (fig. 207). Determinar las fatigas maximas de extension 



y compresidn en la barra si d = 2,5 cm., h = 12,5 cm., el ancho del 
ala b = 12,5 cm. y P = 2.000 kg. 

Solution: Las distaneias del centro de gravedad de la seccidn en X 
a las caras inferior y superior son A, => 4,03 cm. y fe 2 = 8,47 cm., res- 
pectivamente. La excentricidad de la carga es e = 1,25 + 4,03 — 5,28 cm. 

El memento de inercia, l z = 707,19 cm. 4 . 
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Las fatigas de flexibn son: 

. . 2.000 X 5,28 X 4,03 „ . , 

(cs x ) mi r “ j 7QTT9 5o,4 kg. /cm.*, 

. , P ■ e-h 2 2.000 X 5,28 X 8,47 , , „ „ , . 

(®*)m** =* j = 76719 = 116,6 k S-/ cm * 

Combinandolas con la fatiga constante de extension 

2 = ^= 35 ’ 2k g-/ cm - a > 


se obtiene, para la fotiga inAxirna de extension, el valor 55,4 + 35,2 
= 90,6 kg. /cm.* y para la fatiga m&xima de compresibn el valor 
116,6 — 35,2 =■ 81,4 kg./cm.*. 



Fig. 208 


4. Determinar la fatiga maxima de extension en 
la seccibn mn de la pinza representada en la figu- 
ra 208, si P = 150 kg., I => 7,5 cm. y la seccibn recta 
es un reetbngulo de 25 X 6,25 mm. 

Reapuesta : 

°m4x = 1-824 kg./cm.*. 

5. Determinar el ancho de la seccibn mn del pro* 
blema anterior, para que a m / lx => 1.600 kg./cm. a . 

6. Hallar las fatiga maxima y minima en el ex- 


tremo empotrado de la columna rectangular de la 
fignm 203, si 6 = 25 cm., h — 30 cm., P = 2.600 kg. y las coordenadas 
del punto B de aplicacion de la carga (fig. 204) son m = n = 5 cm. 
Hallar la posicibn de la linea neutra. 


52. El niicleo de la seccibn. — En el parrafo anterior hemos 
visto que, para una pequena excentricidad e, las fatigas norma- ? 
les tienen el mismo signo sobre la totalidad de la seccibn de una 
barra cargada excentricamente. Para mayores valores de e, la 
linea neutra corta a la seccion y hay inversion en el signo de 
las fatigas. En el caso de un material poco resistente a la exten- 
sion, tal como fabrica de ladrillo, es necesario determinar la 
zona en la que puede aplicarse la carga compresora sin que se 
produzcan fatigas de extensibn en el material. Esta region se X 
denomina nucleo de la seccion. El metodo de determination del t 
nucleo se ve a traves de los sencillos ejemplos que expondremos , 
a conlinuacion. j 

En el caso de una seccibn circular de radio R, se deduce por / 
simetria que el nucleo es un circulo. El radio a de este circulo 
se determina por la condi tibn de que, ouando el punto de apli- v 
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cation de la carga este en el perimetro del nucleo, la linea de 
fatiga cero correspondiente sea tangente al perimetro de la 
seccibn. 

Recordando que el momento de inertia de un circulo res- 

tzR 1 ! 

pecto a su diametro es — — (vbase el Apendice), y que, por lo 

rr r \ 

tanto, el radio de giro es h = 1/ — - = — , se reduce por la 

f A 2 

ecuacibn (131) sustituyendo e por ay — y por R, que 


ea decir, que el radio del nucleo es la cuarta parte del radio de 
la seccibn. 

Para el caso de una seccibn anular de radio exterior R n y' 
radio interior R ( , se tiene 


/ = *(R* — Rf); 
4 


J, I *8 + Bl 

K i y 

A 4 


y el radio del nucleo por la ecuacibn (131) sera 

a= * = s S + * ! 



Para R { = 0, la ecuacibn (133) coincide j- 6 

con la ecuacibn (132). Para una seccibn anu- F IO , 209 

lar muy estrecha, es decir, cuando el valor 

de R ( se aproxima al de R 0 , el radio a del nucleo tiende al 

i *o 
valor -v-* 

En el caso de una seccibn rectangular (fig. 209), la linea de 
fatiga cero coincide con el lado eg cuando la carga se aplica en 

el punto A, a la distancia ~ del centro de gravedad (vease p&- 

gina 225). Del mismo modo la linea de fatiga cero coincide con 

el lado gf cuando la carga actua en el punto B, a la distancia \ 

0 

del centro de gravedad. A medida que la carga se desplaza a lo 
largo de la linea AB, la linea neutra gira alrededor del punto g 
(vease pag. 226) sin cortar a la seccibn. Por consiguiente, AB 
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es uno de los lados del nucleo. Los otros lados se deducen pov 
simetrla. El nucleo es, por consiguiente, un rombo de diagona- 

les iguales a ~ y Mientras que el punto de aplicacion de la 
3 3 

carga sea interior o este en el perfmetro de este rombo, la linea 
de fatiga cero no corta a la seccion y no hay 

J . — j inversion en el signo de fatigas ligadas a ella. 

1 ”1 Li. Para una seccion en I (fig. 210), las posi- 

* i-4-# 4 eiones mas proximas de las lfneas de fati- 

j |T gas cero que no cortan a la seccion estan 

,, j Jjl | dadas por los lados AB y CD, y por las lf- 

c \y d neas de puntos AC y BD. Las posiciones 

Fig. 210 correspondientes del punto de aplicacion de 

la carga se determinaran por la ecuacion (131). 
Por simetrla se deduce que el nucleo sera el rombo rayado de 
la figura 210. 

Si el punto de aplicacion de la carga excentrica cae fuera del 
nucleo de una seccion, la lfnea correspondiente de fatiga nula 
corta a la seccion, y la carga produce no solamente fatigas de 
compresion, sino tambien fatigas de extension. Si el material no 
resiste en absoluto fatigas de extension, parte de la seccidn sera 
inactiva y el resto sufrira fatigas de compresion urucamente. 




Fig. 211 


Fig. 212 


Sea, por ejemplo, una seccion rectangular (fig. 211) con el punto 
de aplicacion A de la carga en el eje principal y, y a una distan- 

cia c del extremo de la seccion. Si c es menor que parte de la 

seccion no trabajara. La parte que trabaja se encuentra por la 
condition de que la distribution de las fatigas de compresion 
ligadas a la seccion sigue una ley lineal, representada en la figu- 
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ra por la lfnea mn, y que la resultante de estas fuerzas es igual 
y contraria a P. Como esta resultante pasa por el centro de gra- 
vedad del triangulo mns, la dimension ms de la parte que tra- 
baja en la seccion debera ser igual a 3c. En el caso de una sec- 
ci6n circular (fig. 212), si la excentricidad CA de la carga es 


R 

mayor que — , 


y el material no resiste en absoluto las fatigas de 


extension, solamente trabajara una parte de la seccidn recta. 
Sea la lfnea nn perpendicular a AC, el lfmite de dicha por cion. 
La distancia b, desde el punto A, se encontrara por las condi - 
ciones siguientes: l. a , las fatigas de compresion son proporcio- 
nales a las distancias a nn; 2. a , la suma de las fuerzas internas 
de compresion ligadas a la parte de seccion que trabaja debe 
ser igual a la carga P, y 3. a , el momento de estas fuerzas res- 
pecto a nn debe ser igual al momento Pb de la carga P, respecto 
al mismo eje. Representando la fatiga maxima de compresion 
por o Uiax , la fatiga de compresion a una distancia y de nn sera 


mdx 
b + C 


y las ecuaciones que determinan b pueden escribirse 


dA = P; 


de donde 


f dA = 

J b+c 


siendo I nn = fy 2 dA el momento de inercia de la parte que 
trabaja de la seccion respecto al eje nn, y Q nn = / yd A el mo- 
mento estatico de la parte que trabaja de la seccion con rela- 
cion al mismo eje. Utilizando la ecuacion (a) puede encontrarse 
facilmente la posicion de A para cualquier posicion dada de nn. 
La misma ecuacion puede usarse tambien para otras formas de 
seccion recta, siempre que A este situado sobre uno de los ejes 
principales L Si la carga no actua sobre un eje principal, el pro- 


1 Para el caso de secciones cireulares o anulares, de gran impor- 
tanoia en el ealculo de fatigas en chimeneas, se han publicado tablas 
para simplifiear los ealeulos. Vbase Keck. Z. Hannover, Arch u. Ing. 
Ver., pag. 027, 1882. Vease tambien F. D. I.. ]>ag. 1321, 1902, y la pu- 
blicacion de G. Dreyur on Die Buuicchnik , 1923. 
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blema de la determinacidn de la parte de secci6n que trabaja es 
mucho mas complicado 1 . 

Empleando la nocidn de nucleo, el calculo de las fatigas 
m&ximas de flexion, cuando el piano de flexion no es un piano 
principal, puede simplificarse mucho, por ejemplo, en la figu- 
re 209; sea mm el piano axial de la viga en el que actua un mo- 
mento Sector M, y nn la linea neutra correspondiente, la oual 
forma un dngulo a con el piano mm (v4ase pag. 159). Represen - 
tando con a mix la fatiga maxima en el punto mas alejado c, y 
con d su distancia a la linea neutra nn, la fatiga para cualquier 


otro punto situado a una distancia w de nn sera a = a m4x -=, y 

d 


el momento de todas las fuerzas ligadas a la seccion, respecto 
al eje nn, es 



r 

7“ -*»»> 

a 



donde l nn es el momento de inercia de la seccidn respecto al 
eje nn. El momento de las fuerzas exteriores, respecto al mismo 
eje, es M sen a. Igualandolo al valor (6), se tiene 

Md sen a 

^mdx — I • (£/ 

*nn 


Esta ecuacidn puede simplificarse utilizando las propiedades 
del nucleo de la seccion *. Sea 0 el punto de interseccion del 
piano mm con el nucleo, y r su distancia al centro de grevedad 
de la secoi6n. Por las propiedades del nucleo se deduce que una 
fuerza de compresidn P, aplicada en 0, produce fatiga nula en 
el vertice c; por consiguiente, la fatiga de extensidn producida 
en c por el momento Sector Pr, obrando en el piano mm, es igual 


p 

en valor absolute a la fatiga de compresion constante 



1 Diversos calculos para una secci6n rectangular se enouentran 
en las publioaciones siguientes: Engesser, Zentralblatt d. Bauv., p&gi- 
na 429, 1919; K. Pohl, Der Eisenbau, pag. 211, 1918; O. Henkel, 
Zenlralbl. d. Bauv., pag. 447, 1918; F. K. Esling, Proa, of the Institute 
of Civ. Eng., parte III, 1903-190(1. 

* Vease R. Land, Zeitschr. f. Archilektur und Ingenieurwesen, p4- 
gina 291, 1897, 
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tituyendo Pr en lugar de M en la ecuacidn (c), se obtiene 

P Prd sen a 


de donde 


d sen a 1 


Sustituyendo este valor en la ecuacion (c), tendremos 


El producto Ar se denomina momento resistente de la sec- 
ci6n correspondiente al piano mm. Esta deftnicion esta de acuer- 
do con la definicidn dada anteriormente (vease pag. 88), y 
cuando la flexion acontece en un piano principal, ^4r se trans- 
forma en Z. 

Problemas 

1. Determinar el nucleo de una viga I eomereial, de 00 cm. de 
altura, para la que A = 146,81 cm. ! , I t =* 81523 cm. 1 , k z = 23,65 cm., 
/ = 1675,8 cm.*, k y = 3,4 cm. El ancho de las alas, b = 17,6 cm. 

Respuesta: El nucleo es un rombo con diagonales iguales a 37,25 cm. 
y 2,65 cm. 

2. Determinar el radio del nucleo de una seccidn en forma de ani- 
llo circular si R 0 «= 25 cm. y R i = 20 cm. 

Re8puesta: El radio del niicleo a *= 10,25 cm. 

3. Determinar el niicleo de una seccion en forma de tri Angulo 
equilatero. 

4. Determinar el nucleo de una secci6n tubular delgada de forma 
cuadrada. 

Solucuin: Si h es el espesor del tubo y b el lado del cuadrado, se 
tiene 

, T 2 , i ,2 

I Z — ly ^ g /iO ) rCg — <Cy — g * 

El nucleo es un cuadrado con diagonales 

d = 2 — — — • 
d \b~ 3 

53. Cargas excSntricas en piezas esbeltas y en uno de los 
pianos principales. — Cuando la longitud de la pieza cargada es 
muy grande comparada con las dimensiones de la seccion recta. 
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como en el caso de la figura 213, la flecha 8 no puede despre- -j 
ciarse al lado de la excentricidad e. El momento Hector varia a 
lo largo del eje de la pieza, y su valor para cualquier seccion > 
recta mn es 

M = — P (8 + e — y). {a) 

La ecuacion diferenciai de la elastica es, por consiguiente, 

'M'H EI^ = P( 8 + e-y). (b) 

„ p dx* ; 

I Empleando la notacion , j 


1 \ 


se obtiene 


+ p 2 y — r 2 (Z -t- e); 


(y)«-o = °; 


la solucion general de esta ecuacion es 
Fig. 213 _ „ ^ _ 

y — G 1 sen px + G z cos px + 8 + e. (a) 

Para satisfauer a las condiciones en el erapotramiento 

(y).-o = 0l (~) =0, («), ■ 

\(ixj ^—g ? 

las constantes arbitrarias de la solucion anterior deberan ser; j 
Ci = 0; C 2 — — ■ (8 -f- e) 
y la ecuacion de la elastica se escribira 

y = (8 + e) (1 — cos px). (/), | 

Haciendo x = l en la ecuacion (/), se obtiene 

(ij)z=i = 8 = (8 + e) (1 — cos pi), •; 


de donde 


e(l — cos pi) 
cos pi 


(136) : 


Sustituvendo este valor de 8 en (/) se obtiene para la elas- 
tica la ecuacion siguiente: 

e ( 1 — cos px) 

y = • (137) . 

cos pi 
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En el caso de una pieza corta la cantidad pi es pequena, y 
puede escribirse con suficiente aproximacion 

pH 1 

cos pi ml — — — ( g ) 

2 

en el numerador de (136), y cos pi == 1 en el denominador, con 
los que se obtiene 

ep 2 l 2 _ 

2 

ahora bien, utilizando la ecuacion (135), 

„ Pel 2 


Este valor coincide con la expresion de la flecha de un vola- 
dizo flexado por la accion de un par Pe aplicado en su extremo. 
Cuando pi no es pequeno, la flecha no es proporcional a la 
carga P, y aumenta mas rapidamente que P, como se puede 
observar en la tabla siguiente, obtenida mediante la aplieacion 
de la ecuacion (136): 

FLECHA S PRODUCIDAS POR UNA CARGA LONGITUDINAL EXCENTRICA 


Pi 

8 

Valor aproxi- 
mado de 8. 

sec pi 

P 

pZ 


En esta tabla se observara que las flechas aumentan ra- 

TC 

pidamente a medida que la cantidad pi se aproxima al valor -• 

U 

1Z 

Cuando pi = la ecuacion (135) da 

U 


0,1 

0,5 

1,0 

1,5 

0,005 e 

0.139 e 

0,851 e 

13,1 e 

0,005 e 
1,005 

0,139 e 
1,140 

0,840 e 
1,867 

12,8 e 

13,2 

0,004 

0,101 

0,405 

0,911 


P = EI z p 2 


EI z r 2 
4 1 2 ’ 


y la flecha se hace infinitamente grande. Esto muestra que nna 
luerza compresora de esa magnitud producirla una flecha grande 
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y que debe esperarse una deformacion que sobrepase e' punto 
de fluencia del material. j 

El momento Sector maximo acontece en el empotramiento j 
y tiene por valor i 

= P (e + 8) = P \e + -- (1 ~ C ° - ^ } | = Pe sec pi, (138) I 
L cos pi | • l 

Una serie de valores de sec pi figura en la cuarta lfnea de % 
la tabla anterior. Puede observarse que M mix crece sin llmite 

cuando pi se aproxima a Este fenomeno se analizard en el > 

articulo siguiente. 

Aqui, sin embargo, sera conveniente repetir que en este caso s 
no existe proporcionalidad entre el valor de la fuerza compre- 
sora y la flecha 8 que produce. Por consiguiente, el metodo de 
superposicion (pag. 141) no puede aplicarse. Una fuerza P, apli- ,■ 
cada axialmente, produce en la barra unicamente compresion; 

pero cuando la misma fuerza obra en pre- 
sencia de un par Pe, produce no solamente 
compresion, sino una flexion adicional; de 
modo que la deformacion resultante no pue- 
de obtenerse por simple superposicion de una 
compresion axial debida a la fuerza P y una 
flexion debida al par Pe. La razon por la que t 
en este caso no es aplicable el metodo de su- ■ 
perposicion puede verse con facilidad si se l 
compara este problema con la flexion de una > 
pieza por cargas transversales. En este ulti- s 
mo caso puede suponerse que pequenas de* % 
formaciones en la viga no modifican las dis- . 
tancias entre las fuerzas, y que losmomentos 
flectores pueden calcularse sin considerar la | 
deformacion de la viga. En el caso de com- 
presibn excentrica de una columna, las deformaciones produci- • 
das por el par Pe cambian por completo el modo en que actua 
la carga axial, que toma una accion tanto flectora como com- ■ 
presora. En todos los casos en que la deformacion producida por 
una carga modifica la accion de otra carga se ve que la defor- 
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macion final no puede obtenerse por el metodo de superposicion. 
En el estudio realizado se ha supuesto que la flexion acontecia 
en uno de los pianos principales de la columna. Si la excentrici- 
dad e no tiene el sentido de uno de los ejes principales de la 
seccion, es necesario descomponer el par Sector Pe en dos pares 
componentes que actuen en los pianos principales de la colum- 
na. La deformacion en cada uno de los dos pianos principales 
puede estudiarse en la forma que hemos expuesto. 

El estudio realizado para el caso de flexion de una columna 
empotrada en un extremo puede aplicarse al caso de una pieza 
comprimida excentricamente por dos fuerzas iguales y opues- 
tas P (fig. 214). Por simetria se deduce que la seccidn central A 
no gira durante la flexion, y que cada mitad de la pieza de la 
figura 214 esta en las mismas condiciones que la barra de la figu- 
ra 213. Por consiguiente, la flecha y el momento Sector maximo 

l 

se obtienen escribiendo - en lugar de l en las ecuaciones (136) 
y (138). De esta forma se obtiene 


dfmAx = Pe sec — • 
2 


Problemas 

1. Hallar la flecha en el centro y las fatigas m&ximas de extension 
y compresion en una pieza comprimida excentricamente. La seccion 
de la pieza es una LI de 20 cm. de altura con I i = 50 cm. 1 , I y = 1260 
cm.* y A = 21 cm. 2 ; su longitud es 3 m. y los extremos est&n articu- 
lados. La distancia de su centro de gravedad al dorso de la [J es 15 mm. 
y las fuerzas compresoras P == 2.000 kg. actuan en el piano del dorso 
de la U y en su piano de simetria. 

2. Una barra de acero de 1,80 m. de larga y seccidn cuadrada de 
5X5 cm. esta comprimida excentricamente por fuerzas P = 500 kg. 
La excentricidad e esta dirigida segun una diagonal del cuadrado y 
vale 2,5 cm. Hallar la fatiga de compresion maxima suponiendo ar- 
ticulados los extremos de la barra. 
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3. Una barra de acero de 1,20 m. de longitud y seccidn rectangu- 
lar de 2,6 X 5 cm. esta comprimida por dos fuerzas P = 500 kg. apli- 
cadas en los vertices de las secciones extremas. Suponiendo articuladoa 
los extremos, encontrar la fatiga compresora maxima. 

64 , Carga critica. — En el articulo anterior se vi6 que la 
deformacion de una columna comprimida excentricamente au- 
menta muy rapidamente cuando la cantidad pi de la ecua-> 

cion (136) se aproxima al valor Cuando pi es igual a — , la for- 
mula (136) de la flecha y la (138) del momento Sector maximo dan 
valores infinitos. Para hallar el valor correspondiente de la carga 

TC 

se emplea la formula (135). Poniendo en ella p = — se encuentra 

Este valor depende, como se ve, solamente de las dimensio- 
nes de la columna y del modulo del material, y se denomina 
carga critica, o carga de Euler, debido a que Euler fue el pri- 
mero que dedujo su valor en su famoso estudio de las curvas 
elasticas 1 . Para ver mas claramente el significado fisico de esta , 
carga podemos trazar diversas curvas que representan la rela- 
tion existente entre la carga P y la flecha 3 dada por la ecua- 
cion (136). En la figura 215 se ven curvas diversas de esta clase, 

g 

trazadas para diversos valores de la excentricidad relativa r*. 

8 

Las abscisas de est»s curvas son los valores de la relation j- mien- 

p 

tras que las ordenadas son la relation , entre la carga que ao- 

cr 1 

tua y su valor critico definido por la ecuacion (141). 

Se ve por dichas curvas que las flechas 8 son cada vez mas 
pequenas, y que las curvas se aproximan mas y mas al eje ver- 
tical a medida que la excentricidad e disminuye. Tambien se ve 
que las flechas aumentan muy rapidamente cuando la carga P j 
se aproxima a su valor critico (141), y todas las curvas tienea 

P -i 

por asintota la linea horizontal = 1. 

* cr V? 

1 Una traduccion ing!i-sa*do osto Wubajo puodo verse en Iris, nu- j 
mero 58 (voi. XX, I), 1U33, | 
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La ecuacion diferencial de la elastica (79), usada en el estu- 
dio del articulo anterior, se dedujo en la hipotesis de que las 
deformaciones son pequenas comparadas con la longitud l de la 
columna. Por consiguiente, la formula (136), que da la flecha 8, 
no da resultados exactos cuando P se aproxima mucho a P cr . 
Sin embargo, las curvas de la figura 215 indican que, indepen- 



dientemente de lo que valga la excentricidad e, se producen 
deformaciones muy grandes cuando la carga P se aproxima a 
su valor oritico. Si la deformacion es grande, tambidn lo son el 
momento flector en el extremo empotrado y las fatigas corres- 
pondientes. 

Los experimentos realizados eomprimiendo columnas mues- 
tran que, por mas precauciones que se tomen para aplicar la 
carga centrada, siempre existe una pequena excentricidad acci- 
dental. Debido a ello la carga P, en dichos experimentos, pro- 
duce no solo compresion, sino flexion adicional. Las curvas de 
la figura 216 muestran los resultados de ensayos realizados por 
investigadores diversos. Se ve que al aumentar el cuidado en la 
I. aplicacion de la carga las curvas se aproximan mas y mas al eje 
vertical, y que el aumento rapido de deformacion, a medida 

fc 
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que la carga se aproxima a su valor critico, se manifiesta de 
modo mas acusado. Las cargas P prdximas al valor critico pro- 
ducer! siempre deformaciones acentuadas que sobrepasan el limi- 
te elastico del material, por lo que una columna cargada en esta 
forma pierde su utilidad practica. Debido a esto, el valor critic®, 
de la carga dado por la ecuacion (141) debe consider arse como una 



Fig. 216 


carga de rotura. En las aplicaciones practicas la carga de seguri- 
dad debe ser menor que la carga critica, y deducirse dividiend 
6sta por un cierto coeficiente de seguridad. Un estudio mas dete- 
nido de esta cuestidn puede verse en los dos articulos siguientes, 
Hasta ahora se ha considerado una columna empotrada 
un extremo y libre en el otro. En el caso de una pieza con log: 
dos extremos articulados (fig. 214), pueden obtenerse conclur 
siones parecidas. ,§ 

Las ecuaciones (139) y (140) dan valores infinitos cuand 

fl 7t 

2 


Sustituyendo en vez de p el valor de la expresion (135) se obti ' 

p a ' 

tr p ’ ' i 
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valor de la carga critica para una barra con extremos articu- 
lados. 

En el caso de compresion de columnas con los extremos 
empotrados, la elastica toma la forma indicada en la figura 217. 
Puede considerarse dividida en cuatro trozos, analogos cada uno 
de ellos a la elastica obtenida para una columna empotrada en 
un extremo y libre en el otro. El valor critico de la P 

carga se encuentra, en este caso, poniendo | en lugar y ri 

de l en la ecuacion (141); se obtiene ! jr 

™ ; M 

Este valor es la carga critica para una columna i / 
con los extremos empotrados. i_ il Ji 

Debe notarse que al obtener la ecuacion (136) se p 

supuso que la excentricidad acontecia en la direccion Fl(J 217 
del eje y, y la flexion en el piano xy. Si la excentrici- 
dad acontece en direccion del eje z, se obtienen formulas analo- 
gas. La flexion se presenta entonces en el piano xz, y para cal- 
cular las flechas debe sustituirse I t por l y en la ecuacion (136). 
Si no se hace ninguna presuncion sobre la aplicacion central de 
la carga, y la flexion acontece como resultado de una excentri- 
cidad accidental, debemos considerar deformaciones en ambos 
pianos principales xy y xz, y al calcular el valor critico de la car- 
ga, usar el menor de los dos momentos principales de inercia en 
las ecuaciones (141), (142) y (143). En lo sucesivo supondremos 
que I z es el menor de los momentos principales de inercia, y k z e 1 
radio de giro correspondiente. 

Para el calculo de flechas es ventajoso, a veces, emplear for- 
mulas aproximadas en lugar de las exactas (136) y (138). Se vio 
en el articulo anterior que para cargas pequenas, es decir, pi 

menor que — , la flecha puede calcularse con suficiente aproxi- 

macion por la expresion 


donde se ha despreciado la influencia de la fuerza axial en 
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la flexion, y solo se ha considerado el ni omen to Hector cons- 
tante Pe. : i 

Para cargas mayores, la ecuacion (a) no es suficientemente 
aproximada y debe considerarse la inflnencia de la fuerza com- 
presora sobre la flexion. Esta influencia depende principalmente 
p 

de la relacion p-, y la flecha puede obtenerse con aproximacion i 

* er • 

aceptable por la formula ; | 

PeP 1 _ 

“ 2 EI Z ' j__P (*) | 

P,. r V 

■ : y 

Las flechas calculadas por esta formula figuran en la tereera 
linea de la tabla de la pagina 235. Comparando los valores que 
en ella figuran con los de la segunda linea se ve que la formula (b) / 

es suficientemente aproximada hasta para valores de la carga 
proximos al valor critico. 

Para una pieza con los extremos articulados la formula apro- 
ximada, analoga a la ( b ), es 1 J 

s _ Pel ' 2 1 _ > 

8EI t ' 2.' {C) * 

Per | 

El primer factor del segundo miembro es la flscha producida ./ 
por los pares Pe, aplicados en los extremos. El segundo factor 
representa el efecto en la flecha de la fuerza longitudinal coro- 
presora P. 

La ecuacion (c) se utiliza frecuentemente para determinar J 
de modo experimental la carga critica correspondiente a una | 
columna. Si los resultados de los experimentos se representan I 
graficamente mediante una curva analoga a una de las de la ; 
figura 216, la asintota horizontal de dicha curva determina P cr . 
Esta operation no puede realizarse con aproximacion suficiente, 
especialmente si la excentricidad accidental no es pequena y 
la curva no vuelve rapidamente, de modo brusco, al aproxi- 

1 Esta solucion aproximada fue dada por el profesor J. Perry. 

Vease Engineer, diciembre, 10 y 24, 1886. | 
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marse a la asintota horizontal. Mediante la ecuaciOn (c), puede 
determinarse P„ de modo mas satisfactorio. Dividiendo dicha 


ecuacion por p— , se obtiene 

* cr 




Esta ecuacion muestra que si referi- 
mos la dependencia de -= a la flecha S, 



Fig. 218 


medida durante el ensayo, mediante ejes rectangulares, se ob- 
tiene una serie de puntos en linea recta (figura 218). Esta linea 

corta al eje horizontal = oj a la distancia ~ desde el ori- 


gen y la inversa de la pendiente de la linea da la carga critica L 
55 . Fatiga critica. Proyecto de columnas. — Consideremos el 
caso de una columna con los extremos articulados. La fatiga 
critica se obtiene dividiendo la carga critica dada por la ecua- 
cion (142) por el area de la seccion recta A. De este modo se 
obtiene 


Pe T _ 

7 l 2 E 


A 

(if 

\Jc z ! 

( 144 ) 


Se ve que para un material dado el valor de la fatiga cri- 
tica depende del que toma la relacion — , denominada esbel- 
tez. En la figura 219, la curva ACB representa 2 la relacion 

entre a cr y para un acero cuyo modulo E vale 2 X 10 6 

tc z 

kg./cm. 2 . La curva queda perfectamente definida por el valor 


1 Este metodo, ideado por R. V. Southwell ( Proo . Roy. Soc. 
London, serie A. vol. 135, pag. 601, 1932), ha dado buenos resultados 
practices y se utiliza con profusion en los ensayos de columnas. 

2 Esta curva se denomina algunas veces curva do Euler, por de- 
ducirse de la formula de Euler para la carga critica. 
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del modulo de elasticidad del material y es independiente de la 

fatiga de rotura. Para valores elevados de la esbeltez ^ , la 

fatiga crltica es reducida, lo que indioa que una columna muy 
esbelta pandea y pierde su resistencia para una fatiga de com- 
presion muy pequena. Esta contingeneia no puede obviarse em- 



Fig. 219 

e- 

pleando un acero de alta resistencia, puesto que el mdduio de ; 
elasticidad del acero no varia mucho con su composition v los 
tratamientos termicos y permanece practicamente constante. | 
La columna puede robustecerse aumentando el momento de , 
inercia I z y el radio de giro lo que se realiza sin aumentar el • 
area de la section, colocando el material tan lejos como sea po- 
sible del eje. Por esta razon, las formas tubulares son mas eco- 
nomicas como columnas que las secciones macizas. A medida ; 
que la esbeltez disminuye, la fatiga critica aumenta y la curva ; 
ACB se aproxima asintoticamente al eje vertical. Sin embar- 
go, existe un cierto limite en el empleo de la curva de Euler. 
La expresion de la carga critica se ha obtenido utilizando la:, 
ecuacion differencial (79) para la elastica, lo que supone que el | 
material es perfectamente elastico y sigue la ley de Hooke | 
(vease articulo 31). Por consiguiente, la curva ACB de la figu-,; 
ra 219 da solamente resultados satisfactorios para piezas es- , 
beltas en las que permanece inferior al limite elastico del| 
material. Para aquellas columnas en las que a cr obtenida por -. 
la ecuacion (144) es mayor que el limite de proporcionalidad ■ 
del material, la curva de Euler no da resultado satisfactorio y 
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debe recurrirse a la via experimental para estudiar el pandeo 
de columnas comprimidas mas alia del limite de proporciona- 
lidad. Estos experimentos realizados con columnas de materia- 
les que, como el acero, tienen un acusado punto de fluencia, 
muestran que la columna pierde su estabilidad y pandea cuan- 
do la fatiga compresora alcanza el valor de la fatiga de fluencia. 




En la figura 220 se dan algunos resultados experimentales. Ei 
material es un acero corriente con acusado punto de fluencia a 
a Fl = 3.100 kg. /cm. 2 . Se ve que para columnas de gran esbeltez 

> 80 j , el valor que el ensayo da para la fatiga critica coinci- 
de satisfactoriamente con la curva de Euler, mientras que para 
columnas cortas permanece practicamente independiente de la 

esbeltez ~ y es igual a la fatiga de fluencia. 

En el caso de un acero corriente con poco carbono el punto 
de fluencia no se presenta tan acusado como en el caso anterior 
y acontece para una fatiga mucho menor. Para un acero de 
este tipo se puede tomar a Fl = 2.400 kg./cm. 2 . El limite de pro- 
porcionalidad es mucho mas bajo, por lo que la curva de Euler 
es valida solamente para esbelteces iguales o superiores a 100, 
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a la que corresponde ima a cr = 2.000 kg. /cm. 2 . Para fatigas mas 
elevadas, es decir, para < 100, el material no sigue la ley de • 

to z 

Hooke y la curva de Euler no puede usarse. Se acostumbra a 
reemplazar la region inelastica por dos lineas rectas ABj BC, tal ; 
como indica la figura 221. La linea horizontal AB corresponde a 



la fatiga de fluencia, y la linea inclinada BC corresponde a fatigas 
entre el limite de proporcionalidad y el de fluencia del material. V 
Construido el diagrama A BCD de la figura 221 para el acero 
de que esta formada una columna, puede obtenerse facilmente i 
la fatiga critica correspondiente a dimensiones cualesquiera en 
la seccion recta. Basta calcular en cada caso el valor de la 

esbeltez y tomar la ordenada correspondiente de la curva. 

< c z -i 

Para obtener la fatiga de trabajo debe dividirse la fatiga critica . 
por un coeficiente de seguridad apropiado. A1 escoger este fac- 
tor, debe tenerse en cuenta que a medida que la esbeltez au- 
menta tienden a aumentar las imperfecciones, tales como la , 
curvatura inicial de la columna. Parece logico, por consiguiente, 
introducir un coeficiente de seguridad variable, que aumente 
con la esbeltez. En algunas instrucciones, el coeficiente de se- 
guridad aumenta desde 1,7 para ~ = 0 a 3,5 para ^ = 100. 

Varia en forma tal, que la fatiga de trabajo en la zona plastica 

l $' 

sigue una ley parabolica. Para . > 100, el coeficiente de segu- « 

' C z :S 


ridad se toma constante e igual a 3,5 y la fatiga de trabajo se 
deduce de la curva de Euler. En la figura 221 se ven las curvas 
correspondientes a la fatiga de trabajo y al coeficiente de segu- 
ridad como funciones de la esbeltez para un acero corriente. 

En el analisis realizado se ha supuesto la columna articulada 
en sus extremos. Este caso se denomina algunas veces caso fun- 
damental de pandeo, por ser el mas frecuente al proyectar las 
barras comprimidas de las estructuras con nudos articulados. 
Las fatigas de trabajo establecidas por el diagrama de la figu- 
ra 221, para el caso fundamental, pueden utilizarse en otros, 
con tal de que se tome en lugar de la longitud real de la colum- 
na una longitud reducida, cuyo valor depende de las condicio- 
nes en los extremos de la columna. Considerando, por ejemplo, 
el caso de una columna con un extremo empotrado y el otro 
fibre, y tambien la columna con los dos extremos empotrados, 
las formulas para la carga critica pueden ponerse, respectiva- 
mente, en la forma 


P,,= 


^Eh 
(2 ¥ 


y p t 


(ID 2 ' 


Comparando estas formulas con la ecuacion (142) del caso 
fundamental, se deduce que para el proyecto de una columna 
con un extremo empotrado y el otro fibre debe tomarse una lon- 
gitud doble de la real de la columna al ir a utilizar el diagrama 
de la figura 221. En el caso de una columna con ambos extremos 
empotrados, la longitud reducida es igual a la mitad de la lon- 
gitud real. 

La election de las dimensiones apropiadas de la seccion de 
una columna se hace generalmente por tanteos. Dada la carga P 
que actua sobre la columna, se dan, por comparacion, dimen- 

siones a la seccion recta y se calculan k t y ~ para estas di- 

toz 

mensiones. Por el diagrama de la figura 221 se obtiene el valor 
de la fatiga de trabajo, y multiplicando este valor por el area 
de la seccion recta, se obtiene la carga de trabajo para la co- 
lumna. Si esta carga es algo menor o mayor que P, la seccion 
escogida es valida. En caso contrario, se hace un nuevo tanteo. 
Para columnas empotradas, se considera util toda la seccion 
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para el calculo de Ic z , puesto que los agnjeros de roblonado no 
afectan de modo apreciable a la carga critica. Sin embargo, para 
calendar la carga de trabajo de la columna debe multipliearse la 
fatiga de trabajo por el area neta de la seccion, a fin de tener 
mayor seguridad de que no se presentaran fatigas excesivas. 

Problemas 

1. Una barra de acero de seccion rectangular de 2,5 X 5 cm., con 
los extremos articulados, estd comprimida axialmente. Determinar la 
longitud minima para la que la ecuacion (144) que da la fatiga critica 
pueda aplicarse. El llmite de proporcionalidad del material es 2.000 
kg./cm. 2 y E = 2 X 10* kg./cm. 2 . Determinar el valor de la fatiga cri- 
tica si la longitud de la pieza es 1,50 m. 

2. Resolver el problema anterior suponiendo una barra circular 
de 2,5 cm. de diametro con los extremos empotrados. 

3. Determinar la carga critica para una I de 1,80 m. de longitud 
y 15 cm. de altura, suponiendo articulados los extremos. 1 2 = 70 cm. 4 , 

I y = 850 cm. 4 y A — 22,50 cm.’. Determinar la carga de trabajo por 
la curva de la figura 221. 

4. Resolver el problems anterior suponiendo empotrados los ex- 
tremos de la columna. 

5. Calcular, mediante la figura 221, la carga de trabajo de una 

_ T columna formada por dos vigas en I de la misma sec- 

cion que la del problema 3 (fig. 222). La longitud de 

| ^ la columna es 3 m. y los extremos estan articulados, 

n ^ Se supone que los elementos de enlace son lo suficien- 
-/0cm- temente rigidos para que las dos vigas en I trabajen 

juntas como una sola pieza. 

Fig. 222 6. Resolver el problema anterior suponiendo em- 

potrados los extremos de la columna. 

7. Una columna de 3 m. de longitud, con los extremos articula- * 
dos, esta formada por dos U de 20 cm., que tienen l z = 50 cm. 4 , 

j l y — 1200 cm. 4 y A = 21 cm. 2 . La distancia del centro do gravedad -j 
de cada una, a su dorso, es c = 14,5 mm. 

Hallar la carga de trabajo de la columna si la separacion entre las i 
espaldas de las LJ es 10 cm. 

8. Determinar las dimensiones de una pieza de acero de sec- 
ci6n cuadrada y longitud igual a 1,80 m. comprimida por la carga ' 
P = 20.000 kg. Los extremos estan articulados. Usese la figura 221. ( 

9. Resolver el problema anterior suponiendo que los extremos 

de la barra est&n empotrados. Usese la figura 221. i 

56. Proyecto de columnas por el metodo de las inexactitudes 
supuestas.— En el articulo anterior la carga de trabajo de una 
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columna se dedujo dividiendo la carga critica por un coeficiente 
de seguridad apropiado. El punto debil de este metodo es pre- 
cisamente el modo arbitrario, en parte, de elegir el coeficiente 
de seguridad que, como hem os visto, varla con la esbeltez. 
Para hacer mas racional el proyecto de columnas, se ha ideado 
otro metodo basado en supuestas inexactitudes L Sobre los re- 
sultados experimentales conocidos se puede adjudicar un cierto 
valor a la excentricidad inevitable e con que se aplica la fuerza 
compresora P. Por consiguiente, empleando estos valores en las 
formulas del artlculo 53, se puede calcular el valor P Fl de la 
carga para el que la fatiga compresora maxima en la columna 
alcanza la fatiga de fluencia del material. La carga de trabajo 
se obtiene a continuacion dividiendo P Fl por un factor de se- 
guridad apropiado. Es decir, en lugar de utilizar la carga cri- 
tica, que equivale a la carga de rotura, se utiliza la carga para 
la que la fluencia comienza como punto de partida para el calcu- 
lo de la carga de trabajo. 

Este metodo de proyectar columnas se simplifica utilizando 
diagramas cuyo trazado daremos a continuacion. Sea el caso de 
una columna con los extremos articulados (fig. 214). El momen- 
to flector maximo se obtiene por la ecuacion (140) y la fatiga 
de eompresion maxima es 

P , Pe I fT l , . 

a +z seo |/ir,r (0) 

El primer t6rmino del segundo miembro es la fatiga directa 
y el segundo la fatiga de maxima eompresion por flexion. La 
carga para la que comienza la fluencia se obtiene poniendo 
<jj, t en vez de en la ecuacion (a). Se tiene 


e l P fi 

r SGC 2 ¥, / EA 


T = A re P resenta e l radio del nucleo (vease pag. 232) y 
K = |/^ z el radio de giro minimo. La cantidad 1 es la fatiga 


1 V 5asn la publicacibn de D. H. Young, Proceedings Am. Soc. Civil 

Png., diciembre, 1934, 
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compresora media cuando comienza la fluencia. Kepresentando 
esta iatiga por a a se obtiene 

+Jseo 2^]/|)* (c) 

En esta ecuacion, dado un valor para la excentricidad re- 

lativa puede calcularse facilmente a c para cualquier valor de 
T l 

la esbeltez -j- . Los resultados obtenidos para un acero corriente 
de a Fl — 2.500 kg. /cm. 2 estan representados por las eurvas de la 

2500 f 


•m I960 

t- . 

~\/680 

t/200 



00 SO 120 160 200 - 

Vd/ores de Id esbeJfe^ 

Fig. 223 


figura 223. Mediante estas eurvas se calculan facilmente la fati- • 
ga media a c y la carga compresora P FL = Ag c , para la que co- 
mienza la fluencia, dados - y ' 

r k * | 

Dividiendo P tl por el coeficiente de seguridad, se obtiene 

la carga de trabajo. 

En el estudio realizado se ha supuesto que en la columna 
se presentaba una inexactitud inevitable bajo la forma de ex* 
centricidad de la carga. De modo analogo estudiariamos el cas 
de inexactitudes debidas a una curvatura inicial de la colu 
desde la forma recta L Representando la flecha maxima d 

1 La forma inicial del eje de la columna suele suponerse ser 
eomionda de forma sinusoidal. 
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eje de la columna por a y estudiando a c como funcion de la re- 
lacion - y de la esbeltez obtendriamos unas eurvas analogas 
a las de la figura 223. 

En la practica se da la flecha inicial ci por una relacion con 
la longitud l de la columna. Los resultados obtenidos para tres 

valores diferentes de la relacion 1 ~ y para a Fl = 2.500 kg. /cm. 2 

correspondientes a una seccion en I se ven en la figura 224. 
Para columnas muy cortas, las tres eurvas dan er c = 2.500 
kg. /cm. 2 . Para columnas muy esbeltas, los valores dados por las 



eurvas se aproximan a los de la curva de Euler. Utilizando una 
de las eurvas y dividiendo el valor a c correspondiente por un coe- 
ficiente de seguridad, por ejemplo, 2, se obtiene el valor de la fa- 
tiga media de trabajo. La ventaja de este metodo es el empleo 
de un coeficiente de seguridad constante, en tanto que el au- 
mento de inexactitudes con la longitud de la columna l se tiene 
en cuenta facilmente suponiendo que la excentricidad es pro- 
porcional a ella. Sin embargo, el valor de las inexactitudes debe 
hacerse depender de los datos experimentales existentes. 

57. Fdrmulas empiricas para el proyecto de columnas. — 

En los dos metodos descritos para el calculo de columnas es ne- 


Corrientemente se toma entre los limites — \ a =9 1 . 

400 ~ 7 1.000 
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cesario tomar arbitrariamente o el coeficiente de trabajo (figu- 
ra 221) o las inexactitudes inevitables (figs. 223 y 224). Estas 
cantidades no pueden elegirse de modo apropiado mas que mul- f 
uplicando los ensayos de laboratorio. En tales circunstancias, j 
es natural que muchos ingenieros prefieran el uso de formulas f 
empiricas que representen el resultado de tales experimentos. -■ 
Este procedimiento es legitimo siempre que la aplicacion de las 
formulas se mantenga entre los limites para los que ha sido es- t 
tablecida y para los que ha recogido la informacion experimental. 
Cuando sea necesario extrapolar dichos limites, deberan modi-.; 
ficarse las formulas de acuerdo con las nuevas condiciones. Para . 
ello son de importancia capital las consideraciones teoricas. 

Una de las formulas empiricas mas antiguas se debe a Tred- • 
gold x . Ha sido adoptada por Gordon, para representar los re- ;t 
sultados de los ensayos de Hodgkinson y su forma final se debe - 
a Rankine. La fatiga compresora media de trabajo dada por 
la formula de Rankine es '[ 



donde a es una fatiga y b un factor num6rico, constantes para 
un material dado. Eligiendo de modo apropiado estas eons-' 
tantes, la formula da resultados satisfactorios entre ciertos 
limites. 4 

El Instituto Americano para la Construccion en Acero, en 
sus instrucciones de 1928, da para la fatiga de trabajo en una 
columna 

libras/pulg. 2 (bf 

H _ I 

18.000 k\ 4 


para • - > 60. Para columnas cortas a, se toma igual a 15.000 

k z 

libras por pulgada cuadrada. 

La Asociacion Americana de Ingenieros de Ferrocarriles 


1 Para conocer la historia de la formula v6ase E. H. Salmon, O 
lumns, London, 1921. Vease tambien Todfmnter y Pearson, History 

the Theory of Elasticity , vol. 1, pag. 105, Cambridge, 1886. 
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la formula lineal, adoptada tambien por los constructors de 
Chicago y Nueva York, cuya formula es 

sc =16.000 — 70 - • libras/pulg. 2 . (c) 

Se emplea para 30 < - < 120 para piezas principales y 

l *"2 ^ 

hasta = 150 para piezas secundarias. Para valores de - me- 

k z 

nores que 30 que toma a, = 14.000 libras/pulgada 2 . 

La formula parabolica propuesta por Ostenfeld 1 se usa tam- 
bien algunas veces. Da la fatiga critica de compresion en la 
forma 



Las constantes a y b dependen de las propiedades mec&nicas 
del material. Para el acero corriente, la ecuacion (dj toma a 
veces la forma 

a cr — 2.650 — 0,09 |~j • kg./cm. 2 . (e) 

Esta expresion representa una parabola que es tangente a la 
curva de Euler en !- = 122,5 y toma el valor <j,,, = 2.650 kg./cm. 2 

K'2 

para columnas cortas. El coeficiente de seguridad varia de 2,5 a 3. 

1 Zeitschr. Vease Deutsch Ing., vol. 42, pag. 1462, 1898. Vease 
tambien C. E. Fuller y W. A. Johnston, Applied Mechanics, vol. 2, 
pagina 359, 1919. 



CAPITULO IX 

TORSION Y FLEXION COMBINADA CON TORSION 

58. Torsion de un eje circular. — Consideremos un eje cir-J 
cular empotrado en el extremo superior y sometido a la accidn 
de un par aplicado en el extremo inferior (fig. 225). Puede com- 



probarse mediante medidas hechas en su superficie que las sec- 
ciones circulares del eje permanecen circulares durante la tor:, 
sion y que sus diametros y las distancias entre ellos no cambian, 
con tal que el angulo de torsion sea pequeno. f 

Un disco aislado del eje, tal como indica la figura 225 (6), es 
tara en el estado de equilibrio elastico siguiente. La seccion in* 
ferior habra girado respecto a la superior un angulo d cp, siendo 
la rotacion de la seccion mn respecto al extremo empotrad 
Un elemento abed de la superficie lateral del disco de lados ve - 
ticales antes de la deformation toma la forma indicada en 
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figura 225 ( b ). Las longitudes de los lados son esencialmente las 
mismas y solamente han variado los angulos. El elemento es- 
tara sometido a fatiga cortante pura (vease articulo 16) y la 
magmtud de la distorsion angular dada por el triangulo infini- 
tesimal cac' es 


Donde r'r es el arco de radio - correspondiente a la diferen- 

L 

cia dep de los angulos de rotacion de las dos secciones adyacen- 
tes. Tendremos 

1 dm , 

Y = - 7 -d. (a) 

2 dx ' 

Para un eje sometido a torsion por la action de un momento 
en su extremo el angulo de torsion es proporcional a la longitud 

y la cantidad ~ es constante y representa el angulo de giro por 

unidad de longitud de eje. La representaremos por 6. Sustitu- 
yendo en (a), 


Las fatigas cortantes que actuan en los lados del elemento y 
producen la distorsion anterior tienen las direcciones conoeidas. 
Su magnitud por la ecuacidn (40) es 

t (146) 


Para estudiar el estado de fatiga en el interior del eje se su- 
pondra que no solamente no se distorsionan los circulos peri- 
metrales de las secciones rectas del eje, sino tambien que las 
secciones, en su totalidad, permanecen planas y giran como si 
fuesen absolutamente rfgidas, es decir, todo diametro de la sec- 
cion recta permanece recto y gira el mismo angulo. Los ensayos 
de ejes circulares a torsion muestran que la hipotesis admitida 
esta completamente de acuerdo con los resultados experimenta- 
les. Establecido esto, el analisis efectuado en el elemento abed de 
la superficie del eje — fig. 225 (b ) — sera valido para un elemen- 
to similar de la superficie de un cilindro interno, cuyo radio r 
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reemplace a - — fig. 225 (c) — . El grueso del elemento en direc- 
cion radial se considera infinitesimal. 

Tales elementos estan tambien en estado de fatiga cortante 
pura y la fatiga cortante en sus lados es 


lo que dermiestra que la fatiga cortante varfa proporcionalmente * 
a la distaneia r desde el centro del eje. La figura 226 muestra 
esta distribucion de fatigas. La fatiga maxima se presenta en la 
superficie exterior del eje. Para un material ductil, el perfodo ' 

plastico comienza en esta superficie. Para rm 

t material menos resistente al esfuerzo cortan-f 

IjTp’ en sentido longitudinal que en el transver- 

sal, por ejemplo, un arbol de madera con las 
Fig. 226 fibras paralelas a su eje, las primeras fisuras 

se produciran por esfuerzos cortantes que 
act lien en las secciones axiales y apareceran en la superficie del- 
arbol en direccion longitudinal. En el caso de un material menos- 
resistente a extension que a esfuerzo cortante, por ejemplo, un 
arbol circular de fundicion o una pieza cilindrica de yeso, apa- 
recera una fisura a lo largo de una helice inclinada a 45° con el 
eje (fig. 227). La explicacion es sencilla. Recordemos que el es- 
tado cortante puro es equivalente a una extension en 
una direccion y a una compresion igual en direccion f o- — ", 
perpendicular (vease fig. 41). Un elemento rectangu- 
lar tornado de la superficie exterior del arbol sometido 
a torsion con lados a 45° con el eje estara sometido a > 

las fatigas que se ven en la figu~a 227. Las fatigas de ~ j 

extension mostradas producen la fisura en helice men- 

cionada. ^ J v 

Veamos abora las relaciones existentes entre el mo- Fig. 227 
mento torsor aplicado M t y las fatigas que produce. 

Para el equilibrio de la porcion de eje comprendida entre ' 
extremo donde se ha aplicado el momento torsor y la seccid 
ideal ran es necesario que las fatigas distribufdas en la secci 
recta sean estaticamente euuivalentes a un par igual y opues 
al de torsion M,. $ 
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Por cada elemento de area dA -fig. 225 (c)-, ] a fuerza cor- 
tante es t r dA. El momento de esta fuerza respecto al eje del 
arbol sera (z r dA> = GhrHA (utihzando la ecuacion b) El mo 
mento total M, respecto al eje del arbol es la suma, extendida 
a area total de la seccron recta, de los mementos de cada fuerza 
elemental, es decir, 


GQr 2 dA 


r 2 dA = G0T p . 


Donde I v es el momento polar de inercia de la seccidn circu- 
lar. Segun el apendice, para un cfrculo de diametro d 1 = nd L- 

> v 09 > 

M t = GO — 

<10 


o _ M A v 32 M t 

‘ e rf« = eT (I47 > 

P 

Vemos que 6, el angulo de torsion por unidad de longitud 
de eje, varfa proporcionalmente al momento aplicado e inver- 
samente al modulo G y a la cuarta potencia del diametro. Si el 
arbol tiene una longitud l, el angulo total de torsion sera 

( y ),-0 1 = ~- ( 148 ) 


J Sta ecuaci6n se util iza en las comprobaciones ffsicas de la 
eorfa y ha sido veriiicada por numerosfsimos experimentos que 
han dado veracidad a la hipotesis de partida. Se hace notar que 
los experimentos de torsion son los comunmente usados para 
etermmar los modulos de los materials a esfuerzo cortante. 
bi se mrde el angulo de torsidn producido en un arbol dado por 
un momento torsor conocido, el valor de G puede calculate 
tacilmente utihzando la ecuacion (148). 

Llevando el valor de 6 de la ecuacion (147) a la ecuacion (146) 
se obtiene una ecuacion que da la maxima fatiga cortante en la 
torsion de arboles circulates: 

„ __M t d 16 M t 

0 max — /1 1 


Resistencia db matekiales. — T. l 


17 
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Esta expresi6n indica que la fatiga es proporcional al mo- 
mento torsor e inversamente proporcional al cubo del diametro 
del arbol. En las aplicaciones practicas el diametro del arbol f 
debe calcularse eonocida la potencia H en CV. que debe trans- 
mitir. Dado H, el momento torsor se obtiene en kg. cm. por la 
bien eonocida ecuacion. 4 


, r 2 7i n TT 

M ( X = E x 75 X 100 

60 


(150) 1 


en la que n representa el numero de revoluciones por minuto 
del arbol. Despejando M t en la ecuacion (150) y sustituyendolo 
en la (149), se obtiene ; 

(l — 71 n T /_ H . f> m (-\ ri \ • 




Tomando, por ejemplo, como fatiga cortante de trabajo el 
valor Tj = 800 kg. /cm. 2 se tiene | 


' = ' .80 ]7 ^ 


Problemas / 

1. Determinar el diametro d del Arbol de una mAquina de 200 CV.,, 

cuya veloeidad es n = 120 r. p. m., siendo la fatiga de trabajo Tj = 210: 
kg./cm.*. f 

Respuesta: I 


120 x 210 


= 14,2 cm. 


2. Determinar la potencia en CV. transmitida por un Arbol si? 
d = 16 cm., n = 120 r. p. m., O = 8 X 10 5 kg./cm.* y el Angulo de 

torsion medido entre dos secciones rectas distantes 7,6 m. es vv 

16 

radian. 


Solucidn: De la ecuacidn (148), 

M _ raf 4 ^© it X 15 4 


8 X 10° 

15 x 7,5 X 100' 


La potencia transmitida, deducida de la ecnacibn (160), es 


Mt X 2 Tt n 


7t x 15 4 x 8 X 10* X 2 7t x 120 


60 X 75 X 100 " 32 X 15 x 7,5 x 100 X 60 X 75 X 100 


= 591,6.? 
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3. Un Arbol de diAmetro d = 9 cm. hace 45 r. p. m. Determinar 
la potencia transmitida si la mAximn fatiga cortante es 320 kg./cm. 2 . 

4. Un Arbol de acero (fi = 8x 10° kg./cm. 2 ) tiene un tamano 
tal que la mAxima fatiga cortante es 1.000 kg./cm. 2 para un Angulo de 

torsi 6n de 90°. Determinar la relacion \ • 

a 

Respuesta : 

l -, = 628. 
a 

5. Un eje de acero con los extremos empotrados (fig. 228) estA so- 
metido a la accion de un momento torsor M t , aplicado en ima seccion 
intermedia inn. Determinar el Angulo de torsion dada la fatiga de tra- 
bajo T*. 

Solucidn: Para los dos trozos del eje el angulo de torsi 6n ha de ser 
igual, por consiguiente, ecuacion (148), los momentos torsores serAn 



Fig. 228 ( Fig. 229 


inversamente proporcionales a las longitudes de los trozos. Si a > b, 
el mayor momento .torsor es el de la parte derecha del arbol y su valor 
Mf a . 

cs ~aT+- ~b' SuHtltu y emh > es f ,e valor como momento torsor y t ( por 
en la ecuacion (149), se obtiene el siguiente valor para d: 

d = \/ 16aM t _ 

* (a + 6) ttt ( ' 


Puede obtenerse ahora el Angulo de torsion utilizando la ecua- 
cion (148). 


6. Las poleas I, II y III transmiten 500 CV., 200 CV. y 300 CV., 
respectivamente (fig. 229). Encontrar la relacidn de los diametros 
y para que la fatiga mAxima sea la misma en Jas dos partes del 
Arbol. Encontrar la relacion do los Angulos de torsion on las dos partes. 

Solucidn: Los momentos de torsion en las dos partes estAn en la 
relacion 5 : 3. Si queremos tener la misma fatiga mAxima, se deduce 
usando la ecuacion (149), que 


di 

fl 2 



Los Angulos de torsion por las ecuaciones (148) y (149) estardn en 
la relacion 


h 

: ?2 - r 

<3 
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7. Suponiendo que el eje del problema anterior tiene una sec- j 

ci6n constante y gira a 200 r. p. m., hallar su diAmetro para que | 
^ t = 480 kg./cm. 8 . Hallar el Angulo de torsion de cada trozo del eje, si j 
Q = 8 X 10 6 kg./cm. 8 y 1, = =» 1,20 m. _ >? 

8. Determinar la longitud de un Arbol de acero de 5 cm. de diA- q 
metro (0 = 8 X 10 6 kg./cm. 2 ), si la fatiga maxima es 1.000 kg./cm. 8 , / 
cuando el Angulo de torsion es 6°. 

Bespuesla: ' £ 

l = 209 cm. % 

9. Determinar el diametro a partir del cual el angulo de torsidn j 
del arbol, y no la fatiga maxima, es el factor de control al proyectar, 
si G = 8 X 10 s kg./cm. 8 ; T t = 210 kg./cm. 8 , y el angulo de torsidn r 

1 ° t 

maxi mo admisible ^ por m. 

Holucton ; Eliminando M t entre las ecuaciones / 

16M ‘_otn — 

^ ziu; Qrdl lg0 x 4 X 100 ' ? 

se obtiene d = 12 cm.; para d < 12 cm., el Angulo de torsidn es el fac- 
tor de control al proyectar. 

10. Determinar el momento torsor ’• 
en cada trozo de un arbol con los extre- , 
mos empotrados sobre el que actiian . 
los momentos torsores M\ y M" apli- 
cados en dos secciones intermedias (fi- 
Fio. 230 gura 230). | 

Solution: Calculando los momentos , 

it 

torsores producidos en cada porcion del eje por cada uno de los mo- 
memos M[ y M'[ (ver el problema 6) y sumando estos momentos, se , 
obtiene 

MU b + c) + M\c M' t a — M'tC M\ a + M" t (a + 6) 

1 l ’ ‘ l * A 

11. Determinar los diametros y los Angulos de torsion de los Arboles 
del problema 6 si n = 120 r. p. m., r miix = 210 kg./cm. 8 , = 1,80 m., 

l t = 1,20 m. X 

59. Torsibn de Arboles huecos. — En el analisis de la torsidn 
de arboles macizos se ha visto (vease figura 226) que solamente 
el material situado en la superficie exterior del eje esta sometido 
a una fatiga igual al coeficiente de trabajo. El material restante 
trabajara a una fatiga mas baja, y en los casos en que la reduo-* 
cion de peso tiene gran importancia, como, por ejemplo, en lof 
ejes propulsores de un avion, es conveniente usar arboles hue.. 
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cos. Para analizar la torsion, en este caso, se hacen las mismas 
hipdtesis que en el caso de los arboles macizos. La expresion 
general de la fatiga cortante vendra dada por la ecuacion ( b ) 
del articulo anterior. Al calcular los momentos de las fatigas 

cortantes, el radio r lo haremos variar desde el valor que es 

d ^ 

el radio de la circunferencia interior, al valor que tiene en 

z 

la periferia. La ecuacion (c) del parrafo anterior se reemplazara 
por la ecuacion siguiente: 

fi d 

Gdl r*dA = M l = GO I p , 

donde I p = ^ (d l — dj) es el momento polar de inercia de lav 

section anular. Por tanto, 

0 = — = (152) 

t z(d> — di)G GI V 1 

y el angulo de torsion sera 

M 1 

(?)t — 01 = ~~ (153) 


nd 3 1 


Vemos por las ecuaciones (153) y (154) que si, por ejemplo, 

se toma d L = - d, el Angulo de torsion y la fatiga maxima, 
z 

comparados con las mismas cantidades para un arbol macizo 
de diametro d, vienen aumentados aproximadamente en un 
6 por 100, mientras que la reduction en el peso del arbol sera 
de un 25 por 100. 

Problemas 


1. Un eje hueco de acero, de 25 cm. de diAmetro exterior y 15 cm. 
de interior, gira a 1.000 r. p. m. ^QuA potencia en CV. transmite, si 
T max = 640 kg./cm. 8 ? 

2 . Hallar el momento torsor que puede aplicarse a un eje circu- 
lar hueco si d = 15 cm., dj = 10 cm. y i t = 640 kg./cm. 8 . 
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3. El eje propulsor de un baroo ea hueco; transmite 8.000 CV a. 

d •$. 

100 r. p. m., con una fatiga de trabajo t, = 320 kg. /cm. 2 . Si — = 2, 

<h 

encontrar d. v 


Solution : 


8.000 X 60 X 75 X 100 
2 7r X 100 


La ecuacion (154) da para este caso: 

16 16 M t 

ZmtI ~ 15 ' H W 


60. Torsidn de e]es de seccidn rectangular. — El problems 
de la torsion de un arbol de seccion rectangular es complicado, 
debido al alabeo de la secci6n durante la tor- 
sion. Este alabeo puede verse de modo expe- 
rimental mediante una barra rectangular de 
caucho, en cuyas caras se ha trazado un siste- 
ma de cuadricula. Observando la figura 231 
se aprecia que durante la torsion las lineas 
primitivamente perpendiculares al eje de la 
barra se han curvado. Se observa que la dis- 
torsidn de los pequenos cuadrados anterior- 
mente mencionados varia a lo largo de los 
lados de esta seccion recta, alcanza su valor 
maximo en el centro y es nula en los angulos. 
De aqui se deduce que la fatiga cortante, que 
Fig. 231 varia como la distorsion, es maxima en el cen- 

tro de los lados y nula en los angulos de la seo- 
cion recta. El estudio detenido del problema 1 ha hecho ver que 
la m&xima fatiga cortante se presenta en el punto medio de 
los lados mas largos de la seccion rectangular y que esta dada 
por la ecuacion 

= 4^’ (155) 



donde b es el mayor y c el menor de los lados de la seccion reo- f 

1 La soluciijn completa se debe a De Saint-Venant, M6m. del 
Savants itrangers, t. 14, 1855. Un resumen de este trabajo se encuentra •; 
en History of the Theory Elasticity, de Todhunter y Pearson, vol. II, S 
pagina 312. ! 
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tangular y a un factor numerico dependiente de la relacion -. 

c 

En la tabla III, inserta mas abajo, se dan algunos valores de a. 

Como formula aproximada que da resultados satisfactorios, 
puede utilizarse la siguiente: 


'( 3+1 ' 8 i)- 


TABLA III 


DATOS PARA LA TORSI6N DE EJES DE SECCldN RECTANGULAR 

^ = 1,00 1,60 1,75 2,00 2,50 3,00 4,00 6 8 10 oc 

c. = 0,208 0,231 0,239 0,246 0,258 0,267 0,282 0,239 0,307 0,313 0 333 
P = 0,141 0,196 0,214 0,229 0,249 0,263 0,281 0,299 0,307 0,313 0^333 


El Angulo de torsi 6n por unidad de longitud en el caso de 
una seccion rectangular viene dado por la ecuacion 


6 = _i^L. 


(156) 


Los valores del factor numerico (3 vienen dados en la tercera 
linea de la tabla anterior. 


En todos los casos considerados, el angulo de torsion por uni- 
dad de longitud es proporcional al momento torsor y puede re- 

presentarse por la ecuacidn 0 = («), donde C es una cons- 


tante llamada rigidez de torsion del arbol. 

En el caso de un arbol circular (ecuacion 147), G — OI 
Para un arbol rectangular (ecuacion 156), C = ^bc^G." 

61. Resorte helicoidal de espiras cerradas. — Supongamos 
que un resorte helicoidal de seccion recta circular este sometido 
a la accion de fuerzas axiales P (fig. 232) y que cada espira este 
situada, aproximadamente, en un piano perpendicular al eje 
de la helice. Considerando el equilibrio de la parte superior del 
resorte limitada por una seccidn axial mn — fig. 232 ( b ) — , puede 
deducirse de las ecuaciones de la estatica que las fatigas para la 
seccion mn se reducen a las que producen la fuerza cortante P 
que actua en el centro de la seccion y el par que obra en sentida 
contrario a las agujas del reloj y actvia en el piano de la seccion. 
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El valor cle este par es PR, siendo R el radio de la superficie 
cilindrica que contiene a la linea media del resorte. El par tro- 
sor PR origina una fatiga cortante maxima, que aplicando la 
ecuacion (149), sera 


*1= 


16 PR 

Ttd 3 



donde d es el diametro de la seccion recta mn de la espira. \ 
A esta fatiga debida a la torsion debe superponerse la debida 



Fig. 232 


a la fuerza cortante P. En primera aproximacion, se supone 
que esta fuerza cortante se distribuye de modo uniforme en la 
seccion recta. La fatiga cortante correspondiente sera 




En el punto m, las direcciones de t x y t 2 coinciden y, por 
tanto, la fatiga cortante maxima que se presenta precisamente 
en ese punto tiene por valor f 

16 Pi? I, , d \ „ ' 

TmAx — V x 4* t 2 — - — — l + — — • (157).: 

nd 3 14 Rl 


Como se ve facilmente, el segundo t4rmino del parentesisV 
que representa el efecto de la fuerza cortante aumenta con la 

relacion y tiene una importancia grande y no puede despre- 

ciarse en el caso de resortes pesados tales como los que se em- 
plean en los coches de ferrocarril. Debido a este termino, 1 
puntos, tales como m del lado interno de la espira, estan en peo’. 
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res condiciones de trabajo que los puntos tales como n. En los 
ensayos realizados con resortes pesados se ha visto que los fa- 
Uos del material se producen de ordinario en el lado interno de 
las espiras. 

Hay , ademas, otra razon por la que la fatiga maxima se pro- 
duce en el lado interno de la espira. 

A1 calcular la fatiga debida a la torsion, hemos usado la 
ecuacion (a) obtenida para barras cih'ndricas. En realidad, cada 
elemento del resorte estara en las condiciones de la figura 233. 
Se ve que si la seccion recta 6 / gira con 
relacion a la oc, por efecto de la torsion, 
el desplazamiento del punto b con relacion 
al a sera el mismo que el del punto / con 
relacion al c. Debido a que la distancia ab 
es mas pequena que la cf, la distorsion en p IO 233 

el lado interno ab sera mayor que en el 
lado exterior cf y, por consiguiente, la fatiga producida por el 
par PR sera mayor en b que en /. Tomando este efecto en con- 
sideracibn y anadiendo el efecto de la fuerza cortante 1 se sus- 
tituye la ecuacion (157) por la siguiente para el calculo de la 
fatiga cortante maxima 




Puede verse que el factor de correccion, cantidad dentro del 
parentesis, aumenta al disminuir m; por ejemplo, en el caso 
m = 4 esto factor vale, aproximadamente, 1,40, y para m = 10 
su valor es 1,14. 

Para el calculo de la deformacion del resorte se tiene en cuen- 
ta solamente, en los calculos ordmarios, el efecto de la torsion 


1 Estas inyestigaciones fueron hechas por V. Roever V D I 
S tambife A. M. WalS, Trans. lZ'So C . Mech. 

1928. Este ultimo determina tambi^n experimentalmenta 
a igas mediante medidas hechas en la superficie de la espira Ver tam 

,M9 w Jm. tSS. U,l 
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de las espiras. El angulo de torsion de un elemento sitnado entre 
dos secciones adyacentes mn y m'n' —fig. 232 (c) — , se obtendrd 
usando la ecuacion (148), en la que en lugar de l se pone Rda.\ 
dicho angulo sera 

PRRdc. 

dcp=-— 


Debido a esta torsion, el trozo inferior del resorte gira con re- 
lation al centro de mn — fig. 232 (a), — y el punto de aplicacion B 
de la fuerza P describe el arco infinitesimal BB' — ad<?. La 
componente vertical de este desplazamiento es 


B'B" = BB ' 


Rdq> = 


PR 3 da. 


La deformation completa del resorte se obtiene sumando 
las deformaciones B' B" debidas a cada elemento mnm'n a lo 
largo de la longitud del resorte. De este modo se obtiene 

Jo Ifi d‘0 ' ' 

donde n representa el numero de espiras. 

Para un resorte de seccidn recta distinta de la circular, pue- 
de utilizarse el metodo anterior para el calculo de las fatigas y 
deformaciones, si en lugar de las ecuaciones (148) y (149) se 
toman las correspondientes a la forma de section de que se trate. 
Por ejemplo, en el caso de section rectangular deberan usarse 
las ecuaciones (155) y (156). : 


Problemas 

1. Determinar la fatiga maxima y el alargamiento de un resorte 
heliooidal (fig. 232), si P = 125 kg., R = 10 cm., d = 2 cm. el numero 
de espiras es 20 y O = 8 X 10 6 kg./cm.*. 

Solution: En la ecuacion (158), in — 10 y 


16 X 125 X 10 
7iX2» 


X 1,14 = 907 kg./cm. a , 


64 X 20 X 125 X 10 3 
2‘ X 8 X 10‘ 


= 12,5 cm. 


2. Resolver el problema anterior suponiendo que la espira tiene 
Section cuadrada de 2 cm. de lado, 
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Solution: Suponiendo que el factor de correcci6n debido a la fuer- 
za cortante y a la curvatura de las espiras — v<$ase ecuacibn (158) — es, 
eomo en el caso anterior, 1,14, por la ecuacion (155) se obtiene: 

PR 

T “ 4i = 0 ,208 X 2 3 X 1,14 = 856 kg./cm.*. 

Para calcular el alargamiento, debemos poner 0,141 d‘ —viiase ecua- 
cion (156) — en lugar de en la ecuaci6n (159); por tanto, 

8 = 8,7 cm. 


3. Comparar los pesos de dos resortes helicoidales, uno de section 
circular y el otro de section cuadrada, proyectados para las conditio - 
nes establecidas en el problema 1 y que sufran la misma fatiga maxi- 
ma. En ambos casos el factor de correction se tomara 1,14. Comparar 
las deformaciones de los dos resortes. 

Solution: La longitud del lado de la section cuadrada se hallara 
por la ecuacidn 


nd 3 

Te 


0,208 &», 


de donde 


b = Y'0,944, d = 0,981 d. 


Los pesos de los resortes estan en la misma relation que las areas 
de las secciones rectas, es decir, en la relacion 

red a 

-j - : 0,981* d 4 = 0,816. 

Las flechas de los dos resortes estan en la relacion 

0,141 64 : S = 0,141 X °’ 926 : ^ = 1 . 33 . 

4. jC6mo se distribuira la carga P entre los dos 
extremes del resorte helicoidal de la figura 234, si el 
numero de espiras por encima del punto de aplica- 
ci6n de la carga es 6 y el de espiras situadas por 
debajo es 6? 

Respuesta : 

B 1 :U i -6:6. FlG ’ 234 

5. Dos resortes helicoidales del mismo material, de la misma sec- 
ci6n recta circular y de la misma longitud, dispuestos como indica la 
figura 235, estan comprimidos entre dos pianos paralelos. Determinar 
la fatiga maxima en cada uno si d — 1,5 cm. y P — 60 kg. 

Solution: De la ecuacion (159) se deduce que la carga P se distri- 
uye entre los dos resortes en razon inversa de los cubos de los rad, os 
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de la espira. es decir, las fuerzas de eompresion en los resortes exterior ; r 
e interior estan en la relacion 27 : 64. Las fatigas maximas en los resor- % 
tes son — ecuaeion (158) — 164 kg./cm. s y 314 kg./em.*. 

- ,0cm ~ 6. iCual es la carga llmite para el resorte del proble- 

» ma 1, si la fatiga de trabajo es = 1.400 kg./cm. a ? jCual i 
sera la deformacion del resorte para esta carga llmite? 

Respuesta: A 

192 kg.; 8 = 19,2 cm. >. 

7. Un resorte conico (fig. 236) esta sometido a la aecifin - 
de dos fuerzas axiales de valor P. Determinar el valor admi- . 
sible de P para una fatiga de trabajo r t = 2.700 kg./cm. 1 , 
Datos complementarios: diametro de la seccion recta, 
l “a d => 2,5 cm.; radio del cono en la parte superior del resor* ~ 

Fig. 235 te, R 1 = 5 cm.; Idem en la base, if 2 = 20 cm. Determi-A 

nar el alargamiento del resorte si el niimero de espiras 
es n y la proyeccion horizontal de la linea media del resorte es una 
espiral de ecuaeion. 

if = if t + • 

1 ^ 2 nn 


Solution: Un pun to A del resorte, determinado por un valor par- 1 

ticular del Angulo a, esta a una distancia ^ 

del eje del resorte 4 > 

„ D , (if, - if da 
if=if 1+ — 2 - to - 


El momento de torsion correspond ien- 
te es 

M t =p(R 1 +- ( - 8 ~ i?l)g )- 
\ 2 nn J 

El rnAximo momento torsor correspon- 
de a a = 2i» y vale Pif,. 

El valor llmite de P, deducido de la 
ecuaeion (158), serA: 

„ 2,700 X ir X2,5 3 

P 16 X 20 X 1,09 380 S- 

La deformacion del resorte se obtendra 
por la ecuaeion (c) (vease pag. 266) del 
modo siguiente: 

8 ^r[ *+&=**# ^ 

7t d*G Jo L 2 nn J 



itd*G Jo 
16 Pn 


(Rf + if|) (R i + if,). 


Fig. 236 


8. Determinar el Area de la seccion recta que deben tener las es 
piras de un resorte conico, proyectado para las condiciones del probl J 
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m 


I 


ma anterior, pero de seccion cuadrada. TAmese 1,09 oomo factor de 

correcciAn. 

Respuesta : 

b ! = 5,76 cm.*. 

62. Flexidn y torsion eombinadas en ejes circulares.— En el 

analisis del problema de la torsion hcclio anteriormente (vease 
pagina 254) se supuso que el eje estaba sometido a torsion sim- 
ple. En las aplicaciones practicas son frecuentes los casos en 
que un momento torsor y _ 

otro flector actuan simulta- 
neamente. Las fuerzas trans- 
mitidas a un eje por mm po 
lea o un volante producen 
eorrientemente torsion y fle- I 
xion a la vez. Un caso sen- 
cillo de este genero es el de 
la figura 237. Un eje circular 
empotrado en un extremo y / -*-Qf— j 
cargado en el otro con una J.-- — j I 
fuerza vertical P a la distan- ^ || ^ 

eia R del eje. Este caso se F ig 237 

reduce a una torsion produ- 

cida por un momento M t — PR y a la acciOn de una fuerza trans- 
versal P en el extremo libre 1 . El momento torsor es constante 
a lo largo del eje y el momento flector debido a P para una sec- 
cion a la distancia x del empotramiento vale 

M = — P(l — x). (a) 

Para analizar la fatiga maxima producida en el eje es nece- 
sario considerar: l.°, las fatigas cortantes debidas al momento 
torsor M t \ 2.°, las fatigas normales debidas al momento flec- 
tor (a), y 3. , las fatigas cortantes debidas a la fuerza cortan- 
te P. La fatiga maxima por torsion se presenta en la eircunfe- 
rencia del eje y vale 

1 6M t 

Tm4x ~ TvT ' ( 6 ) 


Fig. 237 


1 El peso del eje y el de la polea se desprecian en este problema. 
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La fatiga normal maxima debida a la flexion acontece en las 
fibras mas alejadas de la linca neutra de la seccion empotrada, 
puesto que para ella el momento flector es maximo, y tiene por 
valor i 

if 32 if 

= — = —r • (C) 

Z rcf 3 

La fatiga debida a la fuerza cortante tiene corrientemente ' 
una importancia secundaria. Su valor maximo tiene lugar en la 
linea neutra de las secciones, alii donde son cero las fatigas de : 
flexion; por consiguiente, la fatiga combinada maxima se pre- 
senta en el punto donde son maximas las fatigas (1) y (2), es 
decir, en los puntos mas alto y mas bajo de la seccion de empo- ; 
tramiento. En la figura 237 (b) se ve un elemento correspon- 
diente a la parte mas alta de la seccion de empotramiento y ’ 
sobre el que se indica el modo de actuar las fatigas. Las fatigas • 
principals correspondientes a este elemento seran (ecuacio- 
nes (72) y (73), pag. 118): | 

OmAit = y + \ v ^+ 4t2 > 
utilizando las ecuaciones (b) y (c), 

~ (M + Vif 2 + M\) = if- (if + Vif 2 i iff) . (160) ? 

2 Z 7t d a >. 

Del mismo modo, empleando la ecuacion (73), 

a mm = — (if — Vif 2 + iff) = (if — y/WTMi)- (1600 ‘ 

2 Z ml 3 

Puede observarse que tiene el mismo valor que en tm. 
caso de flexion simple para el que el momento flector equiva-v 
lente fuese | 

M eq uiv - l (if + . | 

z 

La fatiga cortante maxima para el elemento considerado 1 
iigura 237 (6) — , deducida de la ecuacion (34), sera I 


Tm&x — 


CT mdx °min 


Vif 2 + if 2 . 


( 161 ) » 
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Para metaies ductiles, como los que ordinariamente se usan 
en la fabrication de ejes, es norma corriente utilizar la fatiga 
cortante maxima para la determination del diametro del eje. 
Llamando t, a la fatiga de trabajo y sustituyendo su valor en 
lugar de r niAx en la ecuacion (161), el diametro del eje vendra 
dado por la expresion 



Todo lo anteriormente expuesto puede aplicarse al caso de 
un eje hueco cuyo diametro exterior sea d y de un diametro 
interior d x . En este caso, 

v _• *&* — %) _mP[ (fa*-! 

32d 32 1 \d) J’ 

y haciendo j = n, las ecuaciones (160) y (160') se transforma- 
ran en 

° mAx = (M + d63) 

am "‘ = (M ~ vwr +W) ( 164 ) 

para el caso de un eje hueco. 

La fatiga cortante maxima sera 

Tm “ = VM2 +1 ^> (165) 

y d se calcula por la fdrmula 

J= VW=»> v '- BI + 1 ' f - < 166 > 

Si sobre el eje actuan varias fuerzas transversales anilogas 
a la de la figura 237, el momento flector total M y el torsor if , 
en cada seccidn, son los que deben tenerse en cuenta para el’ 
calculo de dicha seccion mediante las ecuaciones (162) 6 (166) 

Si las fuerzas transversales que actuan sobre el eje no son pa- 
ralelas, los momentos fleotores debidos a ellas deben sumarse 
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vectorialmente para obtener el momento resultante M. El pro- I 
blema ntimero 3, que veremos a continuation, se reiiere a un 
caso de esta naturaleza. 

Problemas | 

L Un eje circular de 6,25 cm. de di&metro soporta una polea 
de 250 kg. de peso y 75 cm. de diametro (fig. 238). Determinar la fatiga 
cortante maxima en la section mn si las tensiones horizontales en los 



Fig. 238 Fig. 239 


ramales superior e inferior de la correa son 875 kg. y 125 kg., respeo- 
tivamente. . 

Solucidn : En la section mn, -J 

■ j 

M t - (875— 125) X 37,5 = 28.125 kg. cm. ) 

M = 15 y/ 250* + 1.000* = 15.462,5 kg. cm. 

Por consiguiente, mediante la ecuacidn (161), t> 

4x = 669 > 6 kg. /cm. 2 . " 

.? 

2. Un tubo vertical (fig. 239) esta sometido a la action de una fuer- 
za horizontal P = 125 kg., que se aplica a una distancia del eje del 
tubo igual a 90 cm. Determinar c m 4 x y si la longitud del tubo es j 
7,50 m. y el momento resistente de la seccion Z = 156,25 cm.*. 

Solution: En la seccidn de empotramiento se tiene M t = 125 X 90 ; 
=■ 11.250 kg. cm., M =» 125 X 750 =» 93.750 kg. cm. Aplicando la 
ecuacidn (163), 

(93.750 + y/ 93.760* + 11.250* = 602,4 kg./cm.* 

por la ecuacidn (165): f 

= 302,4 kg./cm.*. | 

3. Determinar el diametro de un eje circular de seccidn unifor- 
me (fig. 240) capaz de soportar dos poleas iguales de 75 cm. de diame* 
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tro cada una. Las tensiones en los ramales de ambas poleas son los 
i opresentados en la figura. Se tomara = 480 kg./cm. 2 . 

Solution: Las secciones mas castiga- 
das son mn y »n 1 n 1 , puesto que soportan 
la totalidad del momento torsor y los 
mayores momentos flectores. El momento 
torsor para ambas secciones es M , — (750 
- 250) x 37,5 = 18.750 kg. cm. El mo- 
mento flector en mn es (750 -f 250 + 250) 

X 15 = 18.150 kg. cm. El momento flec- 
tor en mjWj en el piano horizontal es 

7 (750 + 250) X 75 = 18.750 kg. cm. 

4 Fig. 240 

El momento flector para la misma seccion recta en el piano ver- 
tical es 

250 X 75 1.250 X 15 X 37,5 

4 75 = — 4.687,5 kg. cm. 

LI momento resultante para la seccion m,n, es 

M = \/l8.750* + 4.687, 5 2 = 19,325 kg. cm. 

Como se ve, es mayor que el momento correspondiente a la section 
mn, y debera, por consiguiente utilizarse en unidn del valor M t para el 
calculo del diametro d del eje — ecuaci6n (162)—, de donde 

d = 6,57 cm. 

4. Determinar el di&metro del eje de la figura 238 si la fatiga cor- 
tante de trabajo debe ser o t = 480 kg./cm. 2 . 

5. Determinar el diametro exterior de un eje hueco si t ( = 480 

kg./cm. 2 , ~ = - y las dimensiones y fuerzas restantes las de la figu- 
ra 240. 

6. Resolver el problems 3 suponiendo que sobre la polea de la 
derecha actua, en lugar de las tensiones verticales de 750 y 250 kg., 
una fuerza horizontal, tangente al perimetro, que produce el mismo 
moment© torsor. 
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CAPfTULO X 

ENERGfA DE DEFORMACldN 


63. Energfa eldstica de deformacidn en la traceidn. — A1 

analizar la extension simple de una barra (vdase fig. 1), se 
vio que durante el alargamiento bajo la accidn de una carga 
creciente se gastaba trabajo y que este trabajo se transformaba 
„ parcial o totalmente en energia poten- 

a cial de deformacion. Si la deformation 
no alcanza el lfinite elastico, el trabajo 
realizado por la fuerza exterior se trans- 
forma por completo en energia potencial 
y puede recobrarse realizando una des- 
carga gradual de la barra deformada. 

* u — — H Si el valor final de la carga es P y 

Fig. 241 el alargamiento correspondiente 8, el dia- 

grama de ensayo a la extension tendra la 
forma indicada en la figura 241, en la que las ab-cisas son los 
alargamientos y las ordenadas las cargas correspondientes. P 1 
representa un valor intermedio de la carga; 8 X , el alargamiento 
debido a 41. Un aumento dP x de la carga origina un incremento 
«!§! en el alargamiento. El trabajo realizado por P 1 durante este 
alargamiento es P^d S 1; representado en la figura por el area 
rayada. Si se tiene en cuenta el aumento de P t durante el alar- 
gamiento, el trabajo realizado estara representado por el area 
del trapecio abed. El trabajo total realizado al aumentar la carga 
desde 0 a P es la suma de areas elementales analogas y vendra 
dado por el area del triangulo OAB. Dicha area representa la 


Fig. 241 
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energfa total U almacenada en la barra durante la deformacion. 
Por consiguiente, 

77 Ps 

U = (167) 

Utilizando la ecuacion (1), se obtienen las dos expresiones 
siguientes para la energia de deformacion de una barra pris- 
rnatica: 

7; PH 

U “ 2AE’ < 168 > 


En la primera de ellas, la energia de deformacion viene en 
funtion de las caracteristicas geometricas y elasticas de la barra 
y de la carga P y en la segunda se expresa como una funcion 
de las mismas caracteristicas y del alargamiento S. 

En las aplicaciones practicas, la energia de deformacion por 
unidad de volumen tiene gran importancia, y su valor, deducido 
de las ecuaciones (168) y (169), sera 

U cr 2 

W = T7 = ^> (!70) 


donde cr = — es la fatiga de extension y e 


es el alarga- 


miento unitario. 

La cantidad de energia de deformacion que por unidad de 
volumen puede almacenar una barra sin deformacion perma- 
nente 1 se halla sustituyendo el limite de elasticidad del mate- 
lial en lugar de a, en la ecuacion (170). Un acero con un limite 
de elasticidad de 2.000 kg./cm. 2 y E = 2 x 10 6 kg./cm. a da 
w = l kgcin./cm. 3 , una goma con un modulo de elasticidad 
E = 10 kg./cm. 2 y un li m ite de elasticidad de 20 kg./cm. 2 da 

20 2 

iv -- = 20 kgem/em. 3 . 

2 X 10 ‘ 

1 Esta cantidad se denomina por algimos autores «modulo de re- 
siliencia». 
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Tiene, a veces, gran interns conocer el maximo de la ener- % 
g(a de deformacion por unidad de peso w 1 que un material . 
puede almacenar sin quo se produzca deformacion permanent®. ~ 
Esta cantidad se calcula por la ecuacion (170), poniendo, en 
vez de o, el limite de elasticidad y dividiendo w por el peso de j 
un cm. 3 * * del material. En la tabla que sigue se exponen algunos j 
datos de esta naturaleza: f 


Material 

Den si- 
dad 

E 

kg./cm.* 

Limite 
de elasM* 
cidad en 
kg./cm.* 

w 

por cm. 1 

u>, 

por kg. 

Acero c o - 
rriente . . . 

7,8 

2 X 10 6 

2.000 1 

1 kg./cm. 

128 kg./cm. 

Acero duro. . 

7,8 

2 X 10 6 

8.000 

16 » » 

2051 » » 

Cobre 

8,5 

1 X 10“ 

300 

0,045 » » 

5,3 » » 

Roble 

1,0 

10 6 

300 

0,45 » » 

450 » * 

Coma 

0,93 

10 

20 

20 » » 

21505 » * 


Se observara que la cantidad de energia que puede almacenar 
un determinado peso de goma es unas diez veces mayor que la ; 
que puede almacenar el mismo peso de acero para resortes y 
unas 200 veces mayor que la que es capaz de almacenar el mis- ; 
mo peso de un acero corriente. 

V 

% 

Problemas - ; 

1. Una barra prism&tica de acero de 28 cm. de largo y 25 cm.* de j 
seccion recta se comprime con una fuerza B = 2.000 kg. Determinar | 
la energia de deformacion. 

Res puesta : j 

U = 1 kg. cm. • I 

2. Determinar la energia de deformacion en el problema anterior ; 
B i el area de la seccion recta de la barra es 12,5 crn. a , en lugai de 25 cm. . . 

Respues ta : 

[7=2 kg. cm. 

3. Determinar la energia de deformacion en una barra vertical de 
acero y seccion uniforme deiormada por su propio peso si la longitud « 
de la barra es 30 m., el area de su seccion recta es 0,25 cm.* y el peso| 

del acero por in. 3 , 7.800 kg. 

Res puesta: . 

V = 1,158 kg. cm. ' ; 
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4. Determinar la energia de deformaci6n en el problema anterior 
si ademas del peso propio tiene la barra una carga axial P = 500 kg. 
aplicada en su extremo. 

Respuesta : 

U = 41,37 kg. cm. 

5. Encontrar la solucibn del problema representado en la figura 1 5 
para el caso en que todas las barras tengan la misma seccion y el mis- 
mo m6dulo, igualando la energia de deformacion del sistema al trabajo 
suministrado por la carga P. 

Solucion: Siendo X la fuerza en la barra vertical, su alargamiento 

, XI , . l XI 

Sera AE y 6 traba J° suministrado por P es ^ B X Igualando esta 

expresion a la energia de deformacion, se 

obtiene ■ / ///////zA 'S///////M*, 

1 r>Xl _ XH , 0 (X cos* a)H I UU Ltt- 

2 AE 2AE^ 2AE cos a’ Ud.- F I 


de donde 


1 + 2cos 3 a ’ 





lo que reproduce la solucion ya encontrada. “^2 

6. Comprobar el problema 2, pagina 9, 

mostrando que el trabajo suministrado por la carga es igual a la energia 
de deformacidn do las dos barras. 

7. Una barra de acero de 75 cm. de longitud y 6,25 cm.* de seccion 
recta se deforma 0,05 cm. 

Hallar el valor de la energia de deformacion. 

Respuesta: Por la ecuacion (169), 

8. Comparar los valores de la energia de deformacion en las dos 
barras circulares de la figura 242 (a) y (6), suponiendo una distribucioa 
uniforme de fatigas en las secciones rectas de las barras. 

Solucion: La energia de deformacion de la barra prismatica es 

[7= — — . 

2 AE 

La energia de deformacibn de la otra barra es 


P l \l P*\l 
‘ 2 AE 8 AE 1 


7 PH 
16 2 AE' 


For consiguiente. 


[7, : (7 = 
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Para unn fatiga maxima, dada la eantidad do onergla almacenada 
en una barra con garganta, es menor que la que almaoena una barra 
de seccion uniforme. Es necesaria una cantidad muy pequena de tra- 
bajo para que la fatiga alcance un 1 unite peligroso en una barra que 
tonga una garganta muy estrecha y un gran diametro exterior, tal 
como la representada en la figura 242 (c). 

64. Fatigas producidas por choque.— Un rnodo sencillo de 
producir traction por choque es el representado en la figura 243. 
Un peso W cae desde una altura h sobre el tetdn mn y por cho- 
A que produce extension en la barra A B. Si las masas 

de la barra y el teton son pequenos comparados con 
1 la rnasa que produce el choque, se puede obtener 
l una solution del probleraa bastante aproximada, 

| T I despreciando la masa de la barra y suponiendo que 
I 1 el peso de dicha barra no realiza trabajo durante 
m Ig' 1 el choque. Despues del choque, el conjunto teton y 
Fia. 243 cuerpo W se desplaza hacia abajo, ocasionando la 
extension de la barra. Debido a la resistencia de la 
barra, la velocidad de movimiento del cuerpo disminuye hasta 
anularse. En este raonrento, el alargamiento de la barra y las 
fatigas de extension correspondientes alcanzan un valor maxi- 
mo, y estos valores maximos pueden calcularse con facilidad 
en la hipotesis de que el trabajo total suministrado por el peso se 
transforma en energia de deformation de la barra x . Si 8 repre- 
senta el alargamiento maximo, el trabajo suministrado por W 
sera W(h -f- 8). La energia de deformacion de la barra viene 
dada por la ecuacion (169). Por consiguiente, la ecuacion para 
el calculo de 8 sera 

A E 

W (A + 8) = - — 8 2 , (a) 


de donde 


siendo 


9 


1 En los eases practices parte de la energia se pierde y el alarga- 

miento real es menor que el calculado con la hipotesis admitida. 
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la deformaciOn estatica de la barra por la action de la carga 
W y v = V2 gh la velocidad de caida del cuerpo en el momento 
del choque con el teton mn. Si la altura h es grande, comparada 
con 8 <( , la ecuacion (172) puede escribirse de modo aproximado 


8 = 1 

I 9 

La fatiga de extension correspondiente que se produce en la 
barra es 

°= 8 T=?y ? v=i/ff. (us) 

La expresidn subradical es directamente proporcional a la 
energia cinetica de caida del cuerpo y al modulo de elasticidad 
del material de la barra e inversamente proporcional al volumen 
Al de la barra. Por consiguiente, la fatiga puede disminuirse 
no solo aumentando la seccion transversal de la pieza, sino tarn- 
bid 1 * aumentando su longitud o haciendola de otro material de 
menor modulo, E. Esto marca una diferencia esencial respecto 
a la fatiga estatica, que, como sabemos, es independiente de la 
longitud de la barra y del modulo E. 

Poniendo, en vez de a, en la ecuacion (173), la a, escogida 
para fatiga de trabajo, la relacion que determina las dimensio- 
nes de una barra sometida a choque sera 


Al 


2 E WjA 
a* 2 g’ 


(174) 


es decir, para im material dado el volumen de la barra debe ser 
proporcional a la energia cinetica de caida del cuerpo si se quiere 
tener una fatiga maxima constante. Consideremos ahora el caso 
extremo de anularse h, es decir, el peso W se aplica de modo su- 
bito sobre el teton mn, sin velocidad inicial. A pesar de no exis- 
tir en este caso energia cinetica al comienzo de la extension de 
la barra, el problema es diferente al de una carga estatica o gra- 
dual de la barra. En el caso de una aplicacion estatica, se supone 
que la carga se aplica gradualmente y que, por consiguiente, hay 
siempre equilibrio entre la carga que actua y las fuerzas elas- 
ticas resistentes de la barra. La cuestion de la energia cinetica 
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no lo es todo, por consiguiente, en el problema que exammamos. 
En el caso de una aplicacion subita de la carga, el alargamiento 
de la barra y la fatiga subsiguiente son nulos al principio de la 
deformacion y la carga subitamente aplicada W empieza a mo- 
verse por la accion de su propio peso. Durante este movimiento, 
las fuerzas resistentes de la barra crecen de un modo gradual, 
hasta que equilibran a W, cuando el desplazamiento del peso 
es S st . Pero en este momento la carga tiene cierta energia cine- 
tica adquirida durante el recorrido S sl y, por consiguiente, con- 
tinlia su movim ento hacia abajo hasta que su velocidad quede 
a A anulada por la accion de las fuerzas re- 

/ sistentes de la barra. El alargamiento 

P / maximo determinado por esta condi- 

/ cion se obtiene de la ecuacion (172), 

P A v B poniendo en ella v = 0. Se tiene 

I A § = 28 s „ (175) 

/ J es decir, una carga subitamente apli- 

/ | c 5 cada; debido a las condiciones dinami- 

0 - * Jt . A J t ; cas, produce una deformacion doble 

Flo 244 que la que produciria la misma carga 

aplicada de modo gradual. 

El resultado obtenido puede encontrarse tambien de modo 
grafico (fig. 244). La linea inclinada OA es el diagrama alar- 
gamiento-carga para la barra de la figura 243. Por consiguiente, 
para un alargamiento cualquiera, tal como OC, el area A 00 da, 
la energia de deformacion correspondiente de la barra. La linea 
horizontal DB, a la distancia W del eje 8, determina el rectan- 
gulo ODBC, cuya area representa el trabajo suministrado por- 
la carga If a lo largo del desplazamiento 00. Cuando 8 es igual 
a 8 S<> el trabajo suministrado sera el representado por el area 
del rectangulo 0DA 1 0 1 . En el mismo instante, la energia al- 
macenada por la barra viene dada por el area del triangulo 
OAjC lt que, como se ve, es solamente la mitad del area del reo- 
tangulo anterior. La otra mitad del trabajo suministrado la con- 
serva el cuerpo de peso W en forma de energia cinetica. Debido 
a esta velocidad adquirida, el cuerpo continuara su movimiento 
y no se para hasta una distancia 8 = 28 s( del punto de partida. 
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En este momento el trabajo total suministrado por el peso W, 
representado por el rectangulo ODBC, es igual a la energia 
de deformacion almacenada en la barra y representada por el 
triangulo equivalente OAG. 

El estudio anterior del choque se basa en la hipotesis de que 
las fatigas que acontecen en la barra permanecen siempre por 
debajo del llmite de elasticidad del material. Pasado este llmite, 
el alargamiento de la barra no es proporcional a la fuerza 
extensora. Suponiendo que el diagrama alargamiento-carga no 
dependa de la velocidad de la deformacion de la barra \ puede 
determinarse el alargamiento corres- 
pondiente a un caso de choque, aun- 
que dicho alargamiento sobrepase 
del llmite de elasticidad, utilizando 
el diagrama normal de ensayo a trac- 
ci6n del material (fig. 245). Para un 
alargamiento maximo dado 8, el area 
correspondiente OADF representa 
el trabajo que es necesario suminis- p IG 245 

trar para producir tal alargamiento, 

y este trabajo debe ser igual al trabajo W {h -f 8) producido por 
el peso W. Cuando W{h -j- 8) sea igual o mayor que el area 
total OA BO del diagrama de ensayo, la carga dinamica produ- 
cira la rotura de la barra. 

De lo expuesto se deduce que cualquier cambio en la forma 
de la barra que origine una disminucion del area total OABC 
del diagrama disminuye al mismo tiempo la capacidad de resis- 
tencia de la barra al choque. En las piezas con garganta de las 
figuras 242 (6) y (c), por ejemplo, el periodo plastico del material 
se concentrara en la garganta y el alargamiento total y el tra- 
bajo necesario para producir la rotura sera mucho menor que 
en el caso de la barra cilindrioa de la misma figura. 

Las piezas de esta forma son muy poco resistentes al ohoque, 
aun cuando el material sea ductil. Todos los elementos de es- 

1 Los ensayos muestran que cou una gran velocidad de deforma- 
ci6n el punto de fluencia orece y es necesario mayor eantidad de tra- 
bajo para romper la probeta que en una prueba estatica. Vease N. M. 
Davidenkoff, Bulletin Polyt. Instit ute, St. Petersburg, 1913; tambien 
Welter, Ztachr. j. Metulllcunde, 1924. 
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tructura que tengan agujeros o cualquier variacidn brusca de 
seccion son de modo analogo debiles al choque 1 . En el a.nAli a ; fl 
del problema del choque que acabamos de realizar se ha despre- 
ciado la rnasa de la barra frente a la masa W del cuerpo que 
producia el choque. Unicamente de este modo puede suponerse 
que la energia total de calda del cuerpo se transforma en energia 
de deformacion de la barra. El problema es bastante mas com- 
plicado cuando la barra tiene una masa apreciable que toma. 
parte en los cambios de energia del choque. 

Recordemos, primeramente, que cuando una masa — se 

mueve con una velocidad v y choca centralmente con otra masa 
JV % 

en reposo, y la deformacidn en el punto de contaoto es in- ; 

elastica, la velocidad v a de ambas masas despues del choque es , 

W ' -i 

w + w, (b) ;r 

:, s 

En el caso de la barra de la flgura 243 las condiciones del ? 
problema son mas complicadas. Durante el choque, el extremo 1 
superior A queda inmovil, mientras que el extremo inferior B 
adquiere la misma velocidad que el cuerpo W. Por consiguiente, 1 
para el calculo de la velocidad final v a por la ecuacion (6) de- 
ber4 utilizarss una «masa reducida», en lugar de la masa total 
de la barra. Suponiendo que la velocidad de la barra varie 
linealmente a lo largo de su longitud, se vera que en este caso 
la masa reducida debe tomarse igual a un tercio de la masa to- 
tal de la barra 2 . Para una barra de peso q por unidad de Ion- 1 
gitud, la ecuacion (6) da 

W f 

'll — />« y 


Este valor es la velocidad comun que se establece para la I 
carga W y el extremo inferior de la barra en el primer instante | 

1 V4ase Hackstroh, Baumaterialienkunde, pag. 321 1905 v H Zim- !> 
merman, Zentralbl. d. Bauverw., pag. 265, 1899, ’ ’ J ) 

s Bata solucWn fu6 obtenida por H.’ Cox, 'Cambridge Phil. Soc 
Trans pAg. 73 1849. Vea.se tambi6n Todhunter y Pearson, History, 
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del choque. Suponiendo plastica la deformacion en la superficie 
de contacto entre el cuerpo que cae y el apoyo mn (fig. 243), es 
deck, sin rebote alguno, la energia cinetica correspondiente es 



Esta cantidad debera sustituir a 



en la ecuacion (a) para tener en cuenta la perdida de energia 
en el primer momento del choque. Por consiguiente, en lugar de 
la ecuacion (172), se obtendra 



(176) 


El m<5todo empleado da resultados tanto mas satisfactorios 
cuanto mas pequena es la masa de la barra comparada con 
la masa del cuerpo que cae. 

En los demas casos es necesario tener en cuenta las vibra- 
ciones longitudinales de la barra h La deformacion local en el 
punto de contacto durante el choquo ha sido estudiada por 
J . E. Sears 2 y J. E. P. Wagstaff 3 . 


Problemas 

1. Un peso de 5 kg. unido a un hilo de acero de 3 mm. de diametro 
(figura 246) eae desde A con la aceleracion g. Detorminar la fatiga 
produeida en el hilo cuando se detiene bruscamente su extremo supe- 
rior A. Se despreciara la masa del hilo. 

1 Las vibraciones longitudinales de una barra prism Atica durante el 
choque fueron estudiadas por Navier. Una solucidn mas racional es la 
dada por De Saint Venant (vAase su traduccion de Clebsch, Theorie der 
Masticitat fester Korper nota en el parrafo 61). VAase tambiAn I. Bous- 

y^sl\il 3<Tm)t 3 P ° tentiel3 ’ P 4 8- 508, y C. Ramsauer, Ann. d. 

I i' S' Tran Z c a mb , ri <Ige Phil. Soe., vol. 21, pAg. 49, 1908. 

pAgina 544, London Royal Soc. Proo. (Serie A), vol. 105, 
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Sohtcufn: Si la aceleraoion del peso W es igual a g, no habrd f a W 
alguna en el hilo durante el movimiento. La fatiga despues de la Ld 
tencion brusca se hallara por la ecuacion (173), en la que se desprecia ft 7 - 
Sustituyendo e 2 = 2gh y l = h, se obtiene 


/2 X 2 x W x 5 X 4 
3,14 xli 2 ’ 


1680 kg./cm. 1 . 


Se observer* que la fatiga no depende de la altura h de calda, a aau- < 
ea de que la energia cindtica del cuerpo aumenta en la misma pronor- ; 
cion que el volumen del hilo. r * ’* 

2. Un peso W = 600 kg. cae desde una altura h = 90 cm. sobre^ 
un pilar vertical de madera de 6 m. de largo y 26 cm. de diametro fi- 
jado por su extreme inferior. Determinar la fatiga mdxima 1 - 
Q=-r- de compresidn en el pilar, suponiendo que para la made-" 

I I ra 1 ; 2 x 105 k S-/cm.» y despreciando la masa del pilar 
h y la cantidad r f 

Respuesta : 


160 kg./cm. 1 . 


Fio. 246 3. Un peso W = 6.000 kg. unido al extreme de rm hilo 1 

de acero (fig. 246) desciende con una velocidad constan- ’ 
te a = 90 cm. /seg. ;,Qu<5 fatiga se producira en 61 cuando su extra- 
mo superior se detenga bruscamente? La longitud libre del cable en 

°! " TTo* dGl f°T 68 * “ 18 m - el de su seccidn recta J 
A = 16,625 mm. 2 y E = 1,2 X 10 6 kg./cm. 2 . ; 

Solution : Despreciando la masa del cable y suponiendo que la ener- 
gla cm6tica del cuerpo en movimiento se transforma por complete en- 
energia de deformacidn del cable, la ecuacidn que determina el alarga- 
miento maximo del cable es 


A 

21 


= ~v*+W(S-S st ), 


donde 8 e( representa el alargamiento estatico del cable. 

Teniendo en cuenta que W - se obtiene mediante la ecuaj 

ci6n (d), 

A T71 *: 


AB IX x 12 Wv* 


de donde 

S=8 s< + l/_p 1 4 

* V AEq !. 

Por consiguiente, despues de la detencion siibita, la fatiga de ex- 

tensten del cable crece con la relacidn I 


= 1 + 


v -j / Wl 
$st V AEg ~ 


'VisTt’ 
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Para los datos del problema 


x __Wl_ 5.000 x 1.800 

“ AE 15,625 X 1,2 X 10 6 


= 0,48 cm. 


S . , 90 

= H > - -■■ — . = 5,18. 

6 *‘ V 98 * X 0,48 


Por consiguiente, 


w 

a = 5,18 = 1,656 kg./cm. 2 . 

4. Resolver el problema anterior si se interpone un resorte que 
alarga 1 cm. por cada 400 kg. entre el cable y la carga. 

Solucion : 

=* 0,48 -| — = 12,98 cm. 


Sustituyendo en la ecuacion (e), 

8 w 

— 1 + °>80 = 1,80; o = 1,8 — = 576 kg./cm. 2 . 

5. Para el caso de la figura 243, determinar la altura h tal que la 
fatiga maxima en la barra durante el cheque sea 2.400 kg./cm. 2 . 

Se supone W = 12,5 kg., I = 1,80 m„ A = 3,125 cm. 2 , E = 2,4 x 10‘ 
kg./cm. 2 . La masa de la barra se desprecia. 

Respuesta: h = 54 cm. 


65, Energia elastiea de deformacidn en los casos de fuerza 
cortante y torsion. — La energia de deformacion almacenada eu 
un elemento sometido a fatiga cortante pura 
(figura 247) puede calcularse por el rnetodo * 5 -j c 

empleado en el caso de extension simple. Si * / 

se supone fija la cara inferior ad del elemen- Pj" jp l 

to, solamente debera considerarse como tra- 1 1 

bajo suministrado durante la deformacion el ° Hr L 

que realice la fuerza P ligada a la cara supe- Fig. 247 
rior be. Suponiendo que el material sigue la 
ley de Hooke, la distorsion es proporcional a 1 a- fatiga cortante 
y el diagrama que representa dicha relation sera analogo al de 
la figura 241. El trabajo dado por la fuerza P y almacenado en 
torma de energia elastiea de deformacion, sera, por consiguiente 
(vease ecuacion 167), 



(107') 
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Recordando que 


Y 0 AG’ 


se obtienen, deducidas de la ecuacion (167'), las dos ecuaciories 
siguientes: 


Las expresiones correspondientes de la energia de deforma- 
tion por unidad de volumen se obtendran dividiendo estas ecua-, 
ciones por el volumen Al de la pieza 

T 2 v 2/5 

w== '2g’ (179) ™ = — > (180) : 


donde t = j es la fatiga cortante y y = j es la distorsidnC 

unitaria. La eantidad de energia de deformacion por cortadura 
que por unidad de volumen puede almacenar la pieza sin de- 
formacidn permanente se obtiene sustituyendo en la ecuacidn 
(179) t por el llmite de elasticidad. 

La energia almacenada por un eje circular sometido a tor- 
sion se calcula facilmente por la ecuacion (179). Si es la 
fatiga cortante en la superficie del eje, la fatiga cortante en un 

2r J 

punto situado a la distancia r del eje sera: r m & x siendo d eb 

diametro. La energia por unidad de volumen en este punto j 
dada por la ecuacion (179), sera f 

2 t 2 a ^ 

w = . (a 

Gd* •; 

La energia almacenada por el material comprendido ent 
dos superficies cilindricas de radios r y r -j- dr cs -.f 

— 1 X 2 nrdr, 

Gd 2 I 

donde l representa la longitud del eje. Por consiguiente, la ener 
gia total almacenada en el arbol sera 

V = l2-n:rdr = 1 n ~ l T “£ x . (15 

L Gd 2 9 4 26? V 9 
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Esta expresion indica que la energia total de deformacion es so- 
lamente la mitad de la que corresponderla al caso en que todos 
>os elementos del arbol sufriesen la misma fatiga cortante r mi 
La energia de torsion puede calcularse 
inediante el diagrama de torsion (fig. 248), /TT~ 

construldo tomando el momento torsor en M * / j 
ordenadas y el angulo de torsion de abscisas. / g M t 

Por debajo del llmite de elasticidad, el an- / \ I 
gulo de torsion es proporcional al momento 0 V S V 
torsor y el diagrama sera la recta OA. El v 

area infinitesimal rayada en la figura repre- p IQ 248 
senta el trabajo suministrado por el momen- 
to torsor para un aumento del angulo de torsion <2<p. El area to- 
tal OAB = M t |, representa la energia total almacenada por 
el eje durante la torsion. Recordando que 9 = se obtiene 
77 dUfl (p*GI. 

2 GI P U ~~2T' (182 ^ 

En la primera de las ecuaciones, la energia se expresa en fun- 
cion de momento torsor y en la segunda viene dada como fun- 
cion del angulo de torsion. 

En el caso general de que la section tenga una forma cuales- 
quiera y el momento torsor varle a lo largo del eje, el angulo de 
torsidn entre dos secciones adyacentes viene dado por la ecua- 
cion (vease pag. 263) 

d<p . M tj 
- ~dx = — ’dx. 
dx C 

La energia de deformacion de un elemento del arbol sera 




_ G /d(p\ 2 
2 \dx) 


y la energia total de torsion es 

77= 9. r 1M 2 


u= 9 r (M 2 

2 Jo \dx) 
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Problemas V 

1. Determinar la relacibn entre el limite de elasticidad per pot- 
tadura y el limite de elasticidad a la traccion si la energia de deforma- ’ 
cibn que por cm.* puede almacenar el material sin deformacibn per- 
manente es la misma en traccibn que en cortadura. | 

Solucidn: Por las ecuaciones (170) y (179) se tiene 


de donde 


Para el acero. 


2 E 2 G 

i-V l 

• = al/X = o,e 
X 2,6 


2. Determinar la flecha de un resorte helicoidal (fig. 232), emplean- ' 
do el mbtodo de la energia de deformacibn en torsi On. 

Solution: Sea P la fuerza que actiia en la direccion del eje de la 
hblice (fig. 232), R el radio de las espiras y n su ntimero. La energia ! 
de torsion almaeenada por el resorte — ecuacion (182) — , ser£ % 

,, (PR)*2v:Rn i 

2 0I P ’ | 

Igualando esta expresibn al trabajo suministrado ^ > se obtiene 

„ 2-kuPR 3 64 nPR s ! 


3. El peso de un resorte helicoidal de acero es 5 kg. Determine 
la cantidad de energia que podrA almacenarse en este resorte sin de- 
formacibn permanente si el limite de elasticidad por cortadura es: > 

0,62 X 8.000 = 4.960 kg./cm.*. J 

Solution: La energia por kg. del material serA 2.051 kg. cm. Po 
consiguiente, la energia total de torsibn 1 que puede almacenarse en es 
resorte sera: 5 

1 4 

2 X 5 X 2051 = 5127 kg. cm. f 

4 . Un eje circular macizo y un tubo delgado del mismo maten 
y peso estan sometidos a torsion. jQue relacion existe entre los valo 
de la energia almaeenada si la fatiga max ana es la misma en amboe 

Reepuesta: $ 


1 La distribucibn de fatigas se ha supuesto ser la de un Ar 

circular sometido a torsibn. I* 
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5. Un eje circular de acero con un volante en tin extremo gira a 
120 r. p. m. Se detiene bruseamente por el otro extremo. Determinar 
la fatiga maxima en el eje durante el choque si la longitud del eje es 
l = 1,5 m., el diametro <7=5 cm., el peso del volante TP «= 50 kg. y su 
radio de giro r = 25 cm. G = 9,2 X 10 5 kg./cm.*. 

Solution: La fatiga mAxima se produce cuando la energia cinbtica 
del volante se transforma totalmente en energia de deformacibn por 
torsibn del eje. La energia cinet ica del volante es 

TFr 2 <o* 60 X 25* X (4 tt) 2 „ „ 

" 2~ x 981 ~ " 2562 ’ 6 k §- cm ‘ 

Sustituyendo este valor de U en la ecuacion (181), 


'16 X 9,2 X 10 s X 2.562,5 
n X 6 2 X 150 


1792 kg./cm. 2 


6. Dos barras eirculares del mismo material y la misma longitud, 
pero de diferentes secciones A y A v estan sometidos a torsion por 
la aocion del mismo momento torsor. jQo6 relacion existe entre los 
valores de la energia de deformacibn almaeenada en las dos barras? 

Respuesta: Son inversamente proporcionales a los ouadrados de las 
Areas de las secciones rectaa. 

66. Energia el&stica de deformacidn en la flexldn.— Empe- 
zaremos por el caso de flexion pura. Para una barra prismatica 
empotrada en un extremo y flexada (fig. 249) por un par M, 
aplicado en el otro, el desplazamiento angu- ^ 
iar en el extremo fibre es 


Fig. 249 

Este desplazamiento es proporcional al mo- 
mento flector M, y empleando un diagrama an&logo al de la 
figura 248 puede deducirse, por un razonamiento analogo, que 
el trabajo suministrado durante la deformacion por el momen- 
to flector M, o, io que es lo mismo, la energia almaeenada por 
la barra es 

<6, 

Empleando la ecuacidn (a) esta energia puede expresarse por 
una de estas formas: 
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A veces interesa expresar la energia potencial como una fun- 

cion de la fatiga normal maxima a mAx = Para una sec- 

6 M M __ bh*<7 mi x , 

ci6n rectangular se tendra u mix — ^ 2 > 0 J 6 ’ ^ 

ecuacion (184) da 

Uss lbhl a -^. ( 186 ) 

Q Q L] 


En este caso se ve que la energia total es solo la tercera 
parte de la que corresponderia al caso de que todas las fibras 

sufriesen la fatiga <r m Ax- , 

En el caso de flexion por fuerzas transversales a la barra 

despreeiaremos, en principio, la energia por cortadura La ener- 
gia almacenada por un elemento de viga de longitud dx ecua- 
ciones (184) y (185)— sera 


dU = 


M 2 dx 


jr.M 1. 

2 dx 


El momento flector M es variable respeeto ai,y 

r dx 2 1 


(v4ase pag. 130). La energia total almacenada en la barra es, 



Fiq 260 Sea, por ejemplo, el voladizo 

AB (fig. 250). El momento flector 


para una seccion cualquiera r.m es M = —P%- Sustituyendo en 
la ecuacion (187), da 



P 2 x 2 dx 

TeY, 


PH* 
6 El, 
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6 PI 

Para una barra rectangular, cr raAx = , y la ecuacion (c) 

puede ponerse en la forma 

U^lbhl^Y. (o') 

9 2 E 

Esta expresidn indica que la cantidad de energia que puede 
almacenarse en una viga rectangular en voladizo, cargada en 
su extremo, sin que se produzca deformacion permanente, es un 
tercio de la que se puede almacenar por flexidn pura y sola- 
mente la novena parte de la correspondiente a la extension 
simple de la misma barra. Esta consideracion tiene importancia 
en el proyecto de resortes, puesto que 6stos deben absorber una 
cantidad dada de energia sin deterioro y deben tener el menor 
peso posible. La cantidad de energia que puede absorber un 
voladizo se aumenta haciendolo de seccion variable. Por ejem- 
plo, un voladizo en solido, de igual resistencia a la flexion, de 
secci6n rectangular, de altura h constante (fig. 185), tiene, para 
valores iguales de P, h y <y m ^ x , una flecha y, por consiguiente, 
una cantidad de energia almacenada, que es solo el 50 por 100 
mayor del valor que corresponde a la barra de seccion unifor- 
me. Al mismo tiempo, el voladizo de resistencia uniforme pesa 
la mitad de la barra prismatica, lo que en definitiva indica 
que puede almacenar el triple de energia por kilogramo de 
material. 

Volviendo a la ecuacion (c), e igualando la energia de defor- 
macion al trabajo suministrado por la carga P durante la defor- 
macion, se tiene 

PS P 2 l s 

~2 ~ 6 EI Z ’ ^ 

de donde 


Este valor de la flecha coincide con el de la ecuacion (95). 
La flecha adieional debida a las fuerzas cortantes puede de- 
terminarse tambien mediante la energia potencial de defor- 
macion. Para el voladizo de la figura 250, de seccion rectan- 
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gular, la fatiga cortante a la distancia y del eje neutro es (vease 
ecucion G5) 

4P-4 

2/*U / 

La energla por cortadura en un volumen elemental bdxdy, en 
virtud de la ecuacion (179), sera 

JL- (- y 2 ) bdxdy, 

%G1\ \ 4 / 

y la energta total por cortadura es 


U= f l I 2 — - l h - — y 2 ) bdxdy = 

Jo J 8671 U ) 


W 
20 GL 


Esta energta debe anadirse al segundo miembro de la ecua- 
cion (d) 1 para obtener la flecha total. Se tendra 


y, por consiguiente, 


A4 2 E ' 

10 T 2 G, 


El segundo termino del parentesis representa el efecto de las 
fatigas cortantes en la flecha de la viga. Empleando el metodo 
desarrollado en el arttculo 39, en la hipdtesis de que el elemento 
afecto al centro de gravedad de la seccion empotrada permanece 
vertical (fig. 250), el giro adicional debido a la cortadura sera 

_ Jmix __ 3 P 
^ a ^ o hhCi 


2 bhG 


v la flecha adicional resultara 

3 PI . 
2 bhG ’ 


por consiguiente, 


2 bhG 


_ PP L 3 h 2 
~ 3 El~ z \ + 8 P 


i Como las fatigas cortantes que actuan sobre un elemento 
(figura 247) no modifican las longitudes de los lados del elemento, s 
sobre esas caras actuan fatigas normales, estas no producen traba] 
durante la distomon. Por esta razbn, la energia total es simpiemento ; 
la suma de las dos caatidades de energia. | 


ENERGIA DE DEFORMA CTOS 


293 


Como se ve, las ecuaciones (g) y (</') no coinciden; la dife- 
rencia se explica del modo siguiente: Las consecuencias del ar- 
ttculo 39 se obtuvieron en la hipotesis de que las secciones de 
la barra se podtan alabear libremente por la accion de las fati- 
gas cortantes. En este caso la seccion empotrada debera cur- 
varse, tomando la forma mom —fig. 250 (6)—, y al calcular el 
trabajo total desarrollado en la m&isula debe considerate no 
solamente el trabajo realizado por la fuerza P —fig. 250 (a)—, 
sino el que efectuan las fatigas ligadas a la seccion empotrada 

figura 250 ( b ) — . Tomando en consideracion este ultimo trabajo, 
la flecha calculada por medio de la energta de deformacibn coin- 
cide con la obtenida en el arttculo 39 y dada por la ecuacion (, g ') K 

En el caso de una viga simplemente apoyada, cargada en 
su centro, la seccion media de la pieza no alabea por considera- 
ciones de simetrta. En este caso la ecuacion (g), aplicada a cada 
mitad de la viga, dara un resultado mas exacto para la flecha 
que la ecuacidn (g 1 ). Puede comprobarse comparando las ecua- 
ciones aproximadas ( g ) y (g‘) con la solucion, mas correcta, dada 
en el arttculo 39. 

Problemas 

1. Una viga de madera en voladizo de 1,80 de longitud y seccibn 
rectangular de 20 cm. x 12,5 cm. estb sometida a la accibn de una car- 

10 

ga urn forme de -j kg. por cm. Determinar la energia de deformacibn 

almacenada si E mm 1,2 X 10 s kg./cm. 2 . 

Respuesta: 

r qH 6 10 a X 180 s x 12 

40 J EI t 3 2 X 40 x 1,2 x 10 s x 12,5 x 20 s = 52,5 kg ‘ fc ' m ‘ 

2. iEn quo proporcibn aumenta la energia de deformacibn calculada 
en el problema anteriorsilaalturadelavigaes 12,5 cm.y el ancho 20 cm.? 

Respuesta: La energia de deformacibn crece en la relacion 

3. Dos barras identicas, una apoyada y la otra con los extremos 
empotrados, estan flexadas por la accion de cargas concentradas igua- 
les en su seccion central. ;En qub relacibn estan los valores de la ener- 
gia de deformacibn almacenada? 

Respuesta: 4:1. 

4. Resolver el problema anterior para una carga uniformemente 
distribuida de intensidad q sobre ambus barras. 

1 Vbase Theory of Elasticity, pag. 150, 1934. 
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5. Dos vigas (lo la misma longitud y seccidn rectangular estdn 
igualmente cargadas; las secciones ticnen el mismo ancho, pero las al- 
turas estan en la relacion 2:1. Encontrar la relacion entre las canti- 
dades de energla de deformacion almacenada. 

Solution : Para una carga dada, la energla de deformacidn es pro- 
porcional a la fie ’ia y 6s ta es invorsamente proporcional al momento 
de inercia de la seccion. Reduciendo la altura a la mitad, se hara ocho 
veces mayor la cantidad de energla de deformacion. 

67. Flexion prcducida por ehoque. — La flecha dinamica de 
una viga, originada por el ehoque de un cuerpo W que cae sobre 
ella, se puede determinar por procedimientos analogos a los 
empleados en el caso de que el ehoque produzca extension (ar- 
m ticulo 64). Sea, por ejemplo, una viga sim- 

p ^ v plemente apoyada, percutida en el cen- 
r L ;"~ 'T tro (fig. 251), y supongamos que la masa 

8 V 8 de la viga puede despreciarse frente a la 

Fig. 251 masa del cuerpo que choca con ella y que 

las fatigas que se originan estan por debajo 
del limite de fluencia. No habra, por consiguiente, perdida de 
energla en el ehoque, y el trabajo suministrado por el peso W 
durante su calda se transformara completamente en energia de 
deformacion por flexion de la viga L Sea 8 la flecha maxima de 
la viga durante el ehoque. Si suponemos que la elastica de la 
viga durante el ehoque tiene la misma forma que para una 
deformacion estatica, la fuerza capaz de originar dicha flecha 
seria (ecuaeion 90) 

^ 48 EI Stk 


Fig. 251 


La energia total almacenada por la viga es igual al trabajo 
suministrado por la fuerza P, o sea 

U- PS - >j 2iEI z 
2 P 

Si h representa, como anteriormente, la altura de caida, la 
ecuaeion por la que se determina 8 sera 

TF(fc + 8) = 8 1 2 ^^ 2 , (b) 


1 La deformacion local en la superficie de contacto de la carga i. 

y la viga se desprecia en este calculo. 
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de donde 


siendo 




48 EL 


« = V 2 c Jh. 


La ecuaeion (189) es de la misma forma que la que obtuvi- 
mos para el caso de extensibn por ehoque, ecuaeion (172). Es 
interesante hacer notar que la forma de la ecuaeion es inva- 
riante para cualquier otro caso de ehoque con tal de que la 
flecha en el punto de ehoque sea proporcional a la fuerza P 
ejercida en dicho punto. Si representa<mos por a el factor de 
proporcionalidad, cuyo valor depende de la estructura, se tendra 


Por consiguiente, 


W(h + §) = — , 

2a 

W a, esta ecuaeion se reduce a la ecua- 


y puesto que 8 et = Fa, esta ecuaeion se reduce a la ecua- 
cion (189). 

La flecha 8 asi calculada representa un limite superior, al 
que la flecha dinamica se acerca cuando no hay perdidas de 
energia durante el ehoque. Las perdidas de esta naturaleza re- 
duoen la flecha dinamica dada por la ecuaeion (189). Las fati- 

g 

gas correspondientes pueden hallarse multiplicando por — las 

8 st 

fatigas obtenidas por la aplicacibn estatica de la carga W. Cuan- 
do h es grande comparada con 8 si , la ecuaeion (189) puede 
ponerse en la forma mas sencilla 


S = f g (C) 

Para el caso de una viga apoyada en los extremos y percu- 
tida en el centro esta ecuaeion da 


IF?’ 2 P 
2 g ‘ 24 El] ’ 
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El momento Sector maximo es en este caso 


Mrn&X 


PI _ & 48 El, l 


i4:8EI M l 

CTmax z J 3 4 z‘ 

Para ima seccion rectangular, empleando la ecuacidn {d), 


= 1 [mt 

■ ! 2 g 


Wjf . 18 E 
2 g IA 


Esta expresidn indica que la fatiga maxima depende de la 
energla cinetica del cuerpo que cae y del volumen l A de la viga. 

Para determinar el efecto de la masa de la viga sobre la 
flecha maxima se supondra que la elastica, durante el choque, 
tiene la misma forma que para una deformation estatica. 

Con esta hipotesis se deduce 1 que la masa reducida para una 

viga apoyada en sus extremos es — y, por consiguiente, que 

la velocidad comun que se establece al comenzar el choque es 


= iT~ "• 

W + — ql 
35 

La energla cinetica total despues de establecerse la veloci- 
dad comun v a es 


£tw + — ffl) = 
2flf\ 35 / 


\ _ Wtf 1 . 

/ , 17ql_ 

"T ok t xr 


poniendo este valor en lugar de 




en la ecuacion (6), se obtiene 

8 = 8,t + 1 /s«t 2 d 


y 1 + ; 


(190) • 


1 Veas(i publicacion de Homersham Cox, mencionada anterioimeu - 
tu (pug. 282). 
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Esta expresion ya tiene en cuenta el efecto de la masa de la 
viga en la fieoha L 

En el caso de un voladizo, si el peso W ataca a la viga en 

el extremo, el valor de la masa reducida de la viga es — ql . 

140 g 

Cuando una viga simplemente apoyada en sus extremos 
sufre el choque en un punto cuyas distancias a los extremos 
son ay b, respectivamente, la masa reducida es 

J -5 4.2/1 j-znit 


ifi + Wj+IYl 
105 \ abj J 


Problemas 

1. Una viga de madera de secci6n rectangular, apoyada en mis 
extremos y cuya longitud es 2,70 m. B ufre en su centre un choque 
ocasionado por im peso de 20 kg. que cae desde una altura h =• 30 cm. 
Determinar el area necesaria en la seccidn recta si la fatiga de trabaio 
es <y t = 80 kg./cm.* y E = 1,2 X 10 6 kg./cm. 2 . 

Solution: Empleando la ecuacion (e), pagina 296 *, 

A _ Wrf 18 IS? _ 18 x 1,2 X 10 5 _ 

~ 2 g fa) - 20 X 30 X x g0J - = 750 cm.*. 

^ 2. jEn qu6 proporoidn cambia el Area del problema anterior si 
L ', la Iuz de la v *8 a aumenta de 2,7 a 3,6 m„ y 2.°, si el peso 17 aumen- 
ta en el 50 por 100? 

Respuesta: l.° El area disminuye en la relacion 3:4. 2.° El Area 
aumenta en el 60 por 100. 

3. Un peso 17 => 50 kg. cae desde una altura de 30 cm. sobre el 

centro de una viga de seccion en I apoyada en sus extremos y cuya 


1 * ®) ver . 8t>s ejemplos en los que ae aplica esta ecuacidn figuran en 

la pubhcacion del profesor Tschetsche, Zeitschr. d. Ver. d. Ing., pa- 
gma 134, 1894. Un estudio mas detallado del choque transversal sobre 
una viga se basa en la investigacion de las vibraciones laterales, unido 
al estudio de la deformaci6n local en el punto de choque. VAase De Saint 
Venant, loc. oit., pag. 537, neta final del parrafo 61 ; C. R., vol. 45 p4- 
gma 204, 1857. Vease tambiAn S. Timoshenko, Ztschr. f. Math. u. Phys. 
vol. 62, pag 198, 1913. Diversos ensayos con vigas sujetas a choque 
81< m r ? a lzados en Suiza, dando resultados de acuerdo con la teorla. 
Vease Tech. Kornm. d. Verband, Schveiz Briickenbau u. Eisenhochbau- 
fabnken, Bericht von M. Bog, marzo, 1922. Vease tambiAn los recientes 
artieiilos de Tuzi (Z.) , y Nisida (M.), Phil. Mag. (7), vol. 21, pAg. 448, 
y R. A. Arnold. Proc. of the Institution of Mechanical Engineers vo- 
lnmen 137, 1937, pag. 217. 

* La deformaoion local en la superficie de oontao&o de la caxtra 
con la viga se desprecia en este cAlculo. 
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longitud es 3 m. Encontrar las dimensiones de la scccion para o t «= 2.400 
kg./cm.*, E = 2,4 X 10* kg./cm. 1 . 

Solution: Despreciando 8 S( frente a h (vease ecuacion c), la reiacibn 
cntre la flecha dinamica y la estatica sera: 


rV£-VS- 


Si la el&stica durante el choque tiene la misma forma que la defor- 
ma cion estatica, las fatigas maximas de flexion estaran en la miama 
relacion que las fiechas, y por consiguiente. 


vt- 


de donde 


6EWh 
a f 1‘ 


siendo Z el momento resistente de la seccion y c la distancia de la fibra 
mas alejada a la llnea neutra, o sea la initad de la altura de la viga 
en nuestro caso. Sustituyendo los datos numericos, se tiene: 


0 X 2,4 x 10* x 50 X 30 
2,400 2 X 300 


= 12,50 cm. 1 


Se necesitara un perfil en I de 12,5 cm. de altura, cuyo peso es 
20,4 kg./m. 

4. jQue fatiga producira en la viga del problema anterior un peso 
de 100 kg., cayendo sobre el centro de la viga desde una altura de 15 cm.? 

Respuesta : 

c mAx = 2.312 kg./cm. 2 . 

6. Una viga de madera en voladizo tiene 1,80 m. de longitud y 
una secci6n cuadrada de 30 X 30 cm. Sobre su extremo libre cae 
un peso W = 60 kg. desde una altura h = 30 cm. Determinar la flecha 
maxima teniendo en cuenta la p6rdida de energia debida a la masa 
de la viga. 

Solucion : Despreciando 8 #( frente a h, la ecuacion analoga a la (190) da 


para ql = 120 kg., 


1 4 _ J8 ffi 
^ 140 W 


33 x 120 
+ 140 X 50 


6. Una viga apoyada en sus extremos sufre una percusi6n en su 
centro por la accion de un peso W que cae desde una altura h. Despre* 
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ciando 8 )( frente a h, encontrar el valor de la relaciOn ~ tal que el 

efecto de la masa de la viga reduzca la flecha dinamica en un 10 por 100. 

Respuesta : 

# = 0.483. 

68. La expresion general de la energia de deformaeion. — A1 

examinar los problemas de tension, compresion, torsion y fle- 
xi 6 n se ha visto que la energia de deformaeion puede represen- 
tarse en todos los casos por una funcion de segundo grado en 
las fuerzas exteriores (ecuaciones 168, 177 y 184), o por una 
iuncion de segundo grado en los desplaza- 
mientos (ecuaciones 169, 178 y 185). La ex- 
presion general de la energia de deformaeion 
de un cuerpo elastico tiene tambien esta 
forma siempre que se verifiquen las siguien- 
tes condiciones: que el material siga la ley 
de Hooke, y que las condiciones del pro- 
blema sean tales que los pequenos corri- p IO 252 
mientos debidos a la deformaeion no afec- 
ten a la accion de las fuerzas exteriores y sean despreciables 
para el calculo de las fatigas 1 . Con estas condiciones los despla- 
zamientos de un sistema elastico son funciones lineales de las 
cargas exteriores, y si estas cargas aumentan en una cierta rela- 
cion, todos los desplazamientos aumentan en la misma propor- 
cion. Consideremos un cuerpo sometido a la accion de las fuer- 
zas exteriores P v P 2 y P 3 ... (fig . 252), y apoyado de tal mode 
que le sea imposible todo movimiento como cuerpo rigido. Sean 
§2 ’ S 3 - los corrimientos elasticos de los puntos de aplica- 
cion de las fuerzas, medido cada uno en la direccion de la fuerza 
correspondiente 2 . Si las fuerzas extemas aumentan gradual- 
mente de modo que esten siempre en equilibrio con las fuerzas 
elasticas internas, el trabajo por eUas realizado durante la de- 

Divers °s problemas, tales como la flexion de barras por fuer- 
fl L*? I™ 68 unida a extension o compresion axial no satisfacen 

‘4 TiSa? °“ * »*» — * 

il f L0S corrimi entos de los puntos en direcciones perpendiculares 
sigue fUerZaS corres P ondlentes no se tienen en cuenta en eTestudio quo 
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formaci6n sera igual a la energia de deformacion almacenada 
por el cuerpo deformado. El valor de esta energia no depende 
del orden en que se apliquen las fuerzas, sino solamente de sus I 
valores finales. Supongamos que todas las fuerzas externas P v 
P a , P 3 aumentan simuMneamente en la misma relation; en 

este caso la relacidn entre cada fuerza y su corrimiento corres- I- 
pondiente puede representarse por un diagrama analogo al de 
la figura 241, y el trabajo suministrado por todas las fuerzas . 
Pv Pv Pa •••> igual a la energia de deformacion almacenada en % 
el cuerpo, sera # 


U = -f P^s _j_ 


( 191 ) X 


es decir, la energia total de deformacion es igual a la mitad de ’ 
la suma de los productos de cada fuerza exterior por el corri- : 
miento correspondiente K En las hipotesis hechas anteriormen- 
te, los desplazamientos S 1 , S 2 , S 3 ..., son funciones lineales de las 
fuerzas P lt P 2 , P 3 ... La sustitucidn de estas funciones en la 
ecuacion (191) da una expresion general de la energia de defor- 
macion, en forma de funcion homogenea de segundo grado, en 
las fuerzas exteriores. Si las fuerzas se representan como fun-;* 
ciones lineales de los corrimientos, y estas funciones se sustitu- 
yen en la ecuacion (191), obtendremos una expresion para la f 
energia de deformacion , en forma de funcidn homogenea de so* 
gundo grado, en los corrimientos. J 

En lo expuesto anteriormente no se ban considerado las 
reacciones en los apoyos. El trabajo suministrado por estas r©- 
acciones durante la deformacion es igual a cero, puesto que el ' 
desplazamiento de un apoyo fijo, tal como A (fig. 252), es nulo, 
y el corrimiento de un apoyo movil, tal como B, es perpendicu - 
lar a la reaction, despreciando el rozamiento en el apoyo. Por 
consiguiente, las reacciones no figuran en la expresion de la 
energia potencial (191). f 

Consideremos la energia almacenada en un elemento cubico; 
sometido a extension, uniforme en tres direcciones perpendicu- 


1 c °nclusi6n fu6 obtenida por primera vez por Clapeyro 

veaee Lame, Lemons sur la thiorie malhimatique de I’Hasticite 2. a ed 

pagina 79, 1866. A 
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lares (fig. 50). Si la arista del cubo es la unidad de longitud, las 
fuerzas extensoras en sus caras, numericamente, seran a x , a y , a z , 
y los alargamientos correspondientes z x , s y , e 2 . Por consiguiente, 
la energia de deformacion almacenada en un centimetro cubico, 
— ecuacion (191) — , sera 


4. _)_ ' 


Sustituyendo, en vez de los alargamientos, los valores dados 
por (43 ) 1 , 

W = 2E ( °* + G “ + ~ E {ax ° y + ^ + a P x) ■ (192) 

Esta expresion se aplica tambien en el caso de que algunas 
de las fatigas normales sean compresiones; basta para ello atri- 
buirles signo negativo. 

Si en uiiidn de las fatigas normales hay fatigas cortantes 
ligadas a las caras del elemento, debe sumarse la energia cor- 
tante correspondiente (vdase pag. 292), y empleando la ecua- 
cion (179) se tendra como expresion total de la energia alma- 
cenada en un centimetro cubico 


^M + oJ + o 1 ) 


; (<V» + a u a z + <V*) 


"P 2 Q P ( 193 ) 

Como segundo ejemplo consideraremos una viga apoyada en 
los extremos, cargada en el centro con una fuerza P y flexada 
por un par M, aplicado en el extremo A. La liecha en el centro, 
ecuaciones (90) y (105), sera 

* PC , MP 

~48P/ + 16P/’ ^ 

El giro en el extremo A — ecuaciones (88) y (104) — es 
A PC , Ml 

0 -) . ( f)\ 

1 a T? T O T ' / 


1 Los cambios de temperature debidos a la deformacion no se 
consideran de importancia practica. Para una discusion mas detallada, 
v4ase el libro de T. Weyrauch Theorie elastischer Korper , pag. 163. Leip- 
zig, 1884. Vease tambien Z. /. ArchiteJctur und Ingenieurioesen, vol. 54, 
pAginas 91 y 277, 1908. 
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Por consiguiente, la energfa de deformacion de la viga, igual 
al trabajo suininistrado por la fuerza P y el par M, sera 

rr PS , M% 1 IPH 3 , MH , MPl\ , .1 

u — — -f- — — — I 1 H I • (c) » 

2 2 PI \ 96 6 16 / 

Esta expresion es una funcion homogenea de segundo grado 
en la fuerza y par exteriores. Resol viendo las ecuaciones (a) 
y (6) en M y P, y sustituyendo sus valores en la ecuacion (c), se 
obtendra la expresion de la energia de deformacion, en forma 
de funcion homogenea de segundo grado en los corrimientos. f 
Se habr& observado que cuando sobre el cuerpo actuan pares j 
los corrimientos correspondientes son los giros de los elementos > 
de superficie sobre los que dichos pares actuan. 

69. El teorema de Castigliano. — Puede establecerse, dedu- 

' 2 ? 

cido de la expresion de la energia de deformacion en los diver- > 

sos casos, un metodo muy sencillo para el caleulo de los corri- | 
mientos de los puntos de un cuerpo elastico durante la deforma- i 
cion. Por ejemplo, en el caso de extension simple (fig. 1), la ' 
energia de deformacion viene dada por la ecuacion (168), 



2 AE’ 


tomando la derivada de esta expresion respecto a P, se obtiene > 

dU Pi , | 

dp ae~ ’ : 

es decir, la derivada de la energia de deformacion,' con relacion a 
la carga, da el clesplazamiento correspondiente a la carga, o sea ; 
lo que el punto de aplicacion de la carga se desplaza en la direo- 
cion de la carga. En el caso de un voladizo cargado en el extre- 
mo libre, la energia de deformacion es (ecuacion c, pagina 290) 


V 


PH 3 
6 El 



ha derivada de esta expresion, con relacion a la carga P, da , 

PI 3 S 

la Hecha en el extremo libre — — . 
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En la torsidn de un arbol circular la energia de deformacion 

es (ecuacion 182) 

Mjl 

2 GI p ' 

La derivada de esta expresion con relacidn al momento tor- 
sor da 

dJJ _ M t l 
dM t ~GI p := ' ? ’ 

donde <p es el angulo de torsion de eje y representa el corrimien- 
to correspondiente al momento torsor. 

Cuando actuan yarias cargas sobre un cuerpo elastico puede 
utihzarse el mismo procedimiento para el calculo de los corri- 
mientos; por ejemplo, la expresion (c) del parrafo anterior da la 
energia de deformacidn de una viga flexada por una carga P, 
concentrada en su centro, y por un par M en el extremo. La 
derivada parcial de esta expresion, con relacion a P, da la flecha 
en el punto de accion de la carga, y la derivada parcial, res- 
pecto a M, da el angulo de rotacion del extremo de la viga en 
que actua el par M. 

El teorema de Castigliano es una generalizacion de estos re- 
sultados h Si el material del sistema sigue la ley de Hooke y 
las condiciones son tales que los pequenos desplazamientos de- 
bidos a la deformacion pueden despreciarse al analizar el modo 
de obrar las Was, la energia de deformacion de un sistema 
puede expresarse por una funcion homogenea de segundo grado 
de las Was exteriores (vease articulo 68), y su derivada par- 
cial, con relacion a una fuerza cualquiera, da el desplazamiento 
correspondiente a dicha fuerza (vease articulo 72 para casos de 
excepcion). Los tenninos fuerza y corrimiento tienen en este 
caao un sigmficado mas amplio que el corriente, incluyendo los 
de par y commiento angular, respectivamente. Consideremos un 
caso general (fig. 252). Supongamos que la energia de deforma- 

eqJlibrioTei llLtoS'iSS.w ^ Castiglian 0 hTwm teoria intorno dell' 

J + i ■ , della Academia, delle scienze Torino 

^ treb ‘ io d ° 
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cion esta expresada como funcion de las fuerzas P v P 2 , P 3 ..., es 
decir, que 

U — f {P\t Pz, P 3 , • • •) (a) - 

Si se da un pequeno aumento dP n a cualquier fuerza exterior 
P»> la energia de deformacion tomara un nuevo valor, que sera, 

*+ < 6 > j 

Pero el valor de la energia de deforraacidn no depende del J 
orden por el que las cargas se apliquen al cuerpo y solamente 
depende de sus valores finales. Puede suponerse, por consiguien- ’ 
te, que la carga infinitesimal dP n se aplica primeramente, y des- 
pues las cargas P lf P 2 , P 3 ... El valor final de la energia de t 
deformacidn sera el mismo que da la ecuacidn (6). La carga J 
dP n , aplicada primeramente, produce un desplazamiento infini- ■* 
tesimal, y el trabajo suministrado es una cantidad de segundo .1 
orden que puede despreciarse. Aplicando ahora las cargas P v 
P* Pz .... se observard que sus efectos no se modifican por la 
aplicacidn previa de la carga dP„ \ y que el trabajo suminis- 
trado por dichas cargas sera el mismo valor U, ecuacion (a) an- 
terior. Pero durante la aplicaci6n de estas fuerzas la carga dP n i 
se habr& desplazado S n en la direccidn de P n y ba realizado un 
trabajo {dP n ) S„. Las dos expresiones del tra iajo deben ser igua- 
les; por consiguiente, 5 


U + ( dP n ) = £/ + (dP H ) S„ 

iPn 


Fig. 253 * I 

Como una aplicacion del teorema con- f 
sideraremos una mensula cargada con una fuerza P, y un par j 
M a en el extremo (fig. 253). El momento flector en la seccidn 
mn es M = — Px - M u , y la energia de deformacion — ecua- | 
cidn (184) — sera 

u=[ 1 ^. I 

Jo 2 El .| 

1 Esto se deduce de las condiciones establecidas en la pagina 800, • 
en virtud de las que la energia de deformaci6n se obtuvo en forma de 
funci6n homog4nea de segundo grado. 4 
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Para obtener la flecha S en el extremo de la m6nsula se to- 
mara la derivada parcial de U, respecto a P, lo que da 


dP ~ Ej 


7 

M — dx. 
a dP 


Sustituyendo el valor de M en funcion de P y M a , se obtiene 

Sx= lkf (Px + Ma)xdz = -JJJ- 

E1 J 0 3 El 2 El 

Esta misma expresion puede obtenerse utilizando cualquier 
metodo de los ya explicados, tal como el de la viga conjugada. 


/ 

lizl 




Fig. 254 


Para obtener el giro en el extremo calcularemos la derivada 
parcial de la energia de deformacion respecto al par M Por 
consiguiente, 1 a ' 1 

e =-~=^- [‘ M ~ dx = ~ [‘(Px+M PP • M al 

cM " Pi Jo °M a El Jo {X + A -* )dx = ^T r f Jj ■ 

la So bi gn ° P° 3itiv ° <f e hemos obt “ido para » y 6 indica que 
la flecha y el giro del extremo tienen la misma direccion que 
6enalan la fuerza y el par de la figura 253. 

Debe notarse que la derivada parcial indica el m6duIo 

nir Cim r t0 r del m ° mento M con rel aci6n a la carga P, y 
puede matenahzarse por el diagrama del momento flector co 
rrespondiente a una carga unidad — vdase fig. 254 (a)~. La de- 
rivada parcial se materializa en forma analoga por el dia- 

XMI8TBKCIA Da KATBBIADla. XI 

10 
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grama del momento flector en la figura 264 ( b ). Empleando las 
uotaciones 



Estas ecuaciones, obtenidas para el caso particular de la 
figura 263, son validas para el caso general de una viga con * 

cualquier clase de carga y sustentada de cualquier forma. 
Tambien pueden emplearse en el caso de carga distribulda. 

Consideremos, por ejemplo, el caso de una viga simplemente - 
apoyada y cargada uniformemente (fig. 265) y calculemos la 



Fig. 266 


fiecha en el centro de esta viga mediante el teorema de Casti- - 
gliano. En los casos anteriores actuaban las fuerzas y momentos 
concentrados y las derivadas parciales respecto a ellos daban los 
corrimientos y giros. En el caso de una carga uniforme no exis- | 
te ninguna fuerza vertical concentrada en el centro de la viga s ; 
y no podemos resolver el problema del modo expuesto anterior- " 
mente. La dificultad se obvia facilmente suponiendo que en el 
centro de la viga obra una carga ficticia P de valor infinitesimal. ■? 
Una fuerza tal no modifica, evidentemente, ni la fiecha ni el 
diagrama del momento flector representado en la figura 256 ( b ). -f 
A1 mismo tiempo, la relacion del incremento del momento fleo- 

tor al incremento de P, es decir, la — viene materializada | 
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por la figura 255 (c) y ( d ). Con estos valores de M y — el 

J 6P 

valor de la fiecha es 

, w i r i , sr — r — ■&> 


-f 

wjo 


M — dx. 
SP 


dP El J 0 SP ’ 

Observando que tan to M como 

m . , . 

■jp son simetncos con relacidn al 
centro del vano, se obtiene 


jp x 


w 

1 


(t) 

Fig. 266 


M—dx = ~ 
dP El 


2 n ; 

VI Jo \ 2 2/2 


384 El, 


Si se quiere calcular el giro en el extremo B de la viga re- 
presentada en la figura 255 (a) mediante el teorema de Casti- 
gliano, basta suponer infinitamente pequeno el par M h aplica- 
do en B. Un par de este valor no modifica el diagrama del mo- 
6 mento flector —fig. 255 (6)—. La 

/ \ / \ derivada parcial se ve en la 

t/j V ?/ 3 \o - Mb 

* V/ \ fi § ura 256 («) y (&)• El giro pedi- 

— — j ~ — do correspondiente al extremo B 
f-6t. p-at„ p. 4 t , de la viga sera 


<?•*«. p-ec„ p. 4 t. 





l (b) 

\ 


!t n 

V/jh/. 


6 = an 

= J_ f‘ M dM 

oM b 

El Jo JM b 

1 

P jqlx qx 2 \ x 

~ Eh. 

to \ 2 ~Y/l 


ql 3 


24 EI Z ' 


Se ve que los resultados obte- 


Fig - 257 tigliano coinciden con los obteni- 

dos anteriormente (pag. 133). 

El teorema de Castigliano es de gran utilidad para el calcu- 
lo de deformaciones en los entramados. Sea, por ejemplo, el sis- 
tema de la figura 257. Cada barra tiene un numero y sus lomu- 

* 7 O 
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tudes y dreas de las secciones rectas figuran en la tabla corres- 
pondiente. La tension S t producida en cualquier barra i del sis- 
tema por las cargas P v P 2 , P 3 , se calcula facilmente por las 
ecuaciones de la estatica para el equilibrio de los nudos. Dichas 
fuerzas S t figuran en la cuarta columna de la tabla indicada. 




La energia de deformacidn de cualquier barra i — ecuaoion 
. 02 / 

( 168 ) ~ ea d^' 

La energia de deformacion total del sistema sera 



i=l 


w< r 

2 AiE 


(196) 


donde la sumacidn se extenders, a todas las barras del sistema. 
En nuestro caso, m= 11. Las fuerzas S i son funciones de las 
cargas P, y la flecha 8„ en el punto de aplicacion de una carga 
cualquiera P„ sera (ecuacion 194) 


6U 8^ dS { 
*P~ n ~ it i A % E ' 0P n - 
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La derivada — ~ es la relacion de aumento de la fuerza S ■ 

n 4 

con el aumento de carga P n . Su valor num&ico es igual a la ten- 
sion producida en la barra i por una carga unidad aplicada en 
el lugar de P„ y esta propiedad sera la que utilizaremos para 
calcular dicha derivada. I. as derivadas de abora en adelante 
las representaremos por S[. La ecuacion para el calculo de las 
flechas sera, pues, 

rv v 0^0 j li 

s ” = ,?,A/r ass) 

Consideremos, por ejemplo, la flecha \ correspondionte a P t 
en A —fig. 257 (a)—. Los valores S ■ recopilados en la quinta co- 
lumna se obtendran por las ecuaciones de equilibrio del entra- 
mado para las condiciones de carga de la figura 257 (b), en la que 
se ha prescindido de las cargas reales y se ha colocado una carga 
unica de valor una tonelada en la articulacidn A y en la direccion 
de P 2 , o sea verticalmente. Calculados los valores de la colum- 
na sexta, utilizando los datos de las columnas segunda a quinta, 
la suma de estos resultados dividida por el mddulo E = 2 x l(f 
toneladas por cm. 2 da la flecha en A (ecuacion 198), 

s 822 

o 2 = = 0,411 cm. 

2 X 10® 

Lo expuesto anteriormente se refiere a la determinacidn de 
corrimientos en los puntos de accidn de las cargas exteriores y 
en el sentido de actuacion de dichas cargas. 

En el estudio de la deformacion de un sistema elastico pue- 
de ser necesario calcular el corrimiento de un punto en el que 
no exista carga o el corrimiento de un punto en un sentido que 
no sea la direccion de la carga actuante. El metodo de Casti- 
gliano puede usarse tambien en este caso. Aplicaremos en el 
punto una carga imaginaria adicional Q en la direccion del co- 
rrimiento buscado y calcularemos la derivada En esta de- 

. , d Q ' 

nvada se hace cero la carga Q y se obtiene el corrimiento de- 
seado. Vamos a calcular, por ejemplo, en el entramado de la 
figura 257 (a) el corrimiento horizontal del punto A. Aplicare- 
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inos ima fuerza horizontal Q en ese punto y el corrimiento ho- 
rizontal correspondiente sera 




donde la sumaeion se extiende a todas las barras del cntramado. 
Las fuerzas S f en la ecuacion (d) tienen el mismo significado 
que antes, puesto que la carga adicional Q es cero y las deri- 
d S‘ 

vadas dQ — 8" se obtienen como tensiones en las barras del 

entramado para el estado de carga de la figura 257 (c). Sus va- 
lores figuran en la columna septima de la tabla ya citada. Susti- 
tuyendo estos valores en la ecuacion (d), encontramos que el 
desplazamiento horizontal de A es igual a la suma de los alar- 
gamientos de las barras 2 y 4, 6 sea 

1 IS 2 1 2 $ 4 Z 4 \ 375 . 

$h— — I — — b — — I (8,25 -f 8,25) = 0,165 cm. 

E\A i AJ 18,75 X2X10 3 


75 X 2 X 10 3 


(8,25 -f 8,25) = 0,165 cm. 


A1 analizar la deformacion de entramados es necesario al- 
gunas veces conocer el cambio de distancia que acontece entre 
dos puntos del sistema. Este problema puede re- 

f solverse tambien por el metodo de Castigliano. 

p Vamos a determinar, por ejemplo, la disminu- 
4 cion 8 de la distancia entre los puntos A y B 
de la figura 258 (a), producida por las cargas P v 
P 2 , P 3 . Unamos a ellas dos cargas imaginarias Q 
aplicadas tal como se indica en la figura con 
llneas de puntos. Del teorema de Castigliano se 

deduce que la derivada parcial (~r.\ da en 
f ^ \ c, v/q = o 

OJ este caso la suma de los desplazamientos de A y 

Fig. 258 B en la direccion AB, producidos por las car- 

gas P v P 2 , P s . Utilizando la ecuacion (194), 
dicho desplazamiento sera 1 


\^Qiq=o i=l A i . 


y-v “ 


^ ih o' 

A ET > 


=1 A,E 


1 Este problema fu6 resuelto por J. C. Maxvell ( On the Calcula- 
tion of the Equilibrium and Stiffness of Frames, Phil. Mag. (4), vol. 27, 
pagina 294, 1804; Scientific Papers, vol. 1, pag. 598, Cambridge, 1890. 
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donde S i son las fuerzas producidas en las barras por el sistema 
real de cargas P lt P 2 , P 3 ; las cantidades S' ; son las fuerzas produ- 
cirlia en las barras para el sistema de cargas de la figura 258 (6), 
donde se ha prescindido de todas las cargas reales y se han apli- 
cado en A y B dos fuerzas unitarias iguales y opuestas; m es el 
numero de barras. 

Problemas 


1. Determinar mediante el teorema de Castigliano la flecha y el 
giro en el extremo de una minsula cargada uniformemente. 

2. Determinar la fleeha en p 

el extremo B del voladizo de la a £ g 

viga de la figura 259. 

3. Un sistema esta formado ^ 1 a 

por dos barras prismaticas de p 1G 059 

igual seceion y longitud (fig. 260). 

Sobre el actua la carga P. Determinar el desplazamiento vertical de 
la articulaeion A. 

Solucion: La fuerza de extension en la barra AB y la de compre- 
sion de la AC son iguales a P. Por consiguiente, la energla de defor- 
macion del sistema es 

(7 = 2 

9. a m 


El corrimiento vertical de A sera 


4. Determinar el corrimiento horizontal de la articulaeion A del 



Fig. 260 


problema anterior. 

Solucion: Apliquemos una fuerza im&ginaria 
horizontal Q tal como se indica en la figura 260 
con linea de puntos. La energia poteneial del 
" sistema es 



La derivada de esta expresion respecto a Q para Q = 0 da para el 
desplazamiento horizontal el valor 

* _(W\ (2Ql\ 

* l JQ/q^O ~ x 3AE'q=o = °‘ 

5. Determinar e] desplazamiento angular de la barra AB pro- 
ducida por la carga P en la figura 261, 
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8. Determiner el aumento de la distaneia AB produeida per las 

ifuerzas H (fig. 264) si las barras AC y BO tienen las mismas dimensio- 
nes; solamente se tiene en cuenta la energla de deformacidn por fle- 
xion y se supone a lo suficientemente grande para que el efecto de la 
flecha en el valor del momento flee- 
ter pueda despreciarse. I— — a — - I - 4 J 

Beapuesla: k , ' " I 

* _ 2 H sen** i 3 p * ""l (&J 

/fx-bx /l \ 

9. Determiner la fleeha a la dis- — l ' ^ 

tancia a del extremo izquierdo de (ij 

la viga uniformemente cargada re- Fig. 265 

presentada en la figura 255 (a). 

Solution: Aplieando una carga P infinitamente pequena a la dis- 
tance a del extremo izquierdo, la derivada ~ estd materializada en 

la figure 265 (a) y (6). ITtilizando para M el diagrama parabolico de la 
figura 255 ( b ) la flecha buscada es 

S=~ = -i f l M-dx-~ f a ( qlx 9^\xb 

cP El Jo 6P dx ~El] 0 \Y~~YjT dx 

, 1 f l (qlx gx 3 \ a {l — x) qab 

^ El Jb \ 2 2 ) l dx ~24EI^ a + b * + Sa b). 

Escribiendo x en vez de a y l—x en lugar de b, se obtiene la expre- 
si6n do la elastica de acuerdo con los resultados dados en la pagina 133. 

70. Aplicacion del teorema de Castigliano a la resolucion 
de problemas estaticamente indeterminados. — El teorema de 
Castigliano se utiliza frecuentemente en la resolucion de pro- 
blemas estaticamente indeterminados. Estudiaremos primera- 
mente aquellos problemas en los que las cantidades hiperesta- 
ticas forman parte de las ligaduras, es decir, son elementos del 
sistema de reaction en los apoyos. Sean X, Y, Z ... las fuerzas 
de reaccidn estaticamente indeterminadas. La energia de de- 
formation del sistema sera una funcion de estas fuerzas. Para 
apoyos fijos o apoyos cuyo movimiento sea perpendicular a la 
direcoion de las reacciones, las derivadas parciales de la energia 
de deformation respecto a las fuerzas desconocidas deberan ser 
nulas, de acuerdo con el teorema de Cas ti g liano . Por consi- 
guiente, 

tP^Q. = Q. d _U_ 

tx ’ dY ’ dZ~ 0: 


dX = 20 / (o * + 6 * + 3a6 >- 


( 200 ) 
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De este modo se tienen tantas ecuaciones como reacoiones 
hiperestaticas. 

Se observara que las ecuaciones (200) representan las condi- 
ciones de minimo de la fun cion U, lo que nos dice que las fuerzas 
de reaccion hiperestaticas toman los valores necesarios para que 
sea minima la energia de deformacion del sistema. Esta propie- 
, X dad constituye el principio del trabajo 

(^Ti mm rii nm i ii i ni i i iiiii a ndnimo tal como se a P lica a la determi- 
nation de ligaduras hiperestaticas K 
A " ' Como ejemplo de aplicacion de este 

Fie. 266 principio, consideraremos una viga em- 

potrada por un extremo y apoyada por 
el otro, sometida a la accibn de una carga uniformemente repar- 
tida (fig. 266). Este problema tiene una ligadura hiperestatica. 
Tomando la reaccion en el apoyo derecho X como ligadura hi- 
perestatica, se encontrara su valor por la condicion 


La energia de deformacion de la viga, ecuacion (187), es 


en donde 


1 MHx 

2 El ’ 


M — Xx — — . 


Sustituyendo en (a), se obtiene 


de donde 


iU 1 H dM , l H / „ x i\ 

ii-Tij. M dx dx “¥iX fc-zh 

- 1 Iy p n 


El principio del trabajo minimo fuA establecido r pri uieramente 
1 11 ,r y • Menabrea, en su articulo Noveau principe sur la distribution de , s 
tensions^ dans les systimes ilastiques, Paris, C. R., vol. 46, pag. 1056, 
1858. Vease tambien C. R., vol. 98, pag. 714, 1884. La demostra- 
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En lugar de la reaccion X, pudo haberse tornado como liga- 
dura hiperestatica el par M a en el empotramiento del extremo 
izquierdo de la viga. En ese caso habriamos expresado la ener- 
gia de deformacion en funcion de M a . La ecuacion ( b ) es vilida. 
El momento flector para cualquier seccibn es 



Co ao la seccibn de empotramiento no gira cuando la, viga se 
flexa, la denvada de la energia de deformacibn respecto a M a de- 
bera ser cero. Expresando analiticamente esta condicion, se tiene 

— = — Cm dx — — f l qx* 1 x 

dM . E1 Jo dM a dX ~ ElJ 0 l\2~T) X -Tll dx 

= _ n 

EI\ 24 3 / 

de donde el valor absoluto del momento es 



Los problemas en que se consideren como cantidades hiper- 
estasticas las tensiones que correspondan a las barras sobrantes 
de un sistema tambien pueden resolverse aplicando el teorema 
de Castigliano. 

Sea, por ejemplo, el sistema representado en la figura 15, 
examinado anteriormente (vease pag. 19). Considerando la fuer- 
za if en la barra vmtical OC como cantidad hiperestatica, las 
1 uerzas en las barras inclinadas OB y OD son 

P~X 
2 cos a 

Represe ntando por U 1 la energia de deformacion de las ba- 

prtL^io P e \ e m6toHo^°;. Pi0 fU ? Castigliano, quien hizodeeste 

estSs fundamental de la resolution de los sistemas hiper- 

-a r x j 11 ,^ n la m 8 en ierla de los metodos de la energia de 

dlm Oebiete ^ u6 ^ arrolada Por O. Mohr (vAase su Abhandlungen aus 
aem uebiete d. techmschen Mechamk), por H. Miiller-Breslau en su 

X \^°J 0le J leueren Methoden der Festigkeitslehre, y F. Engesser Uber 

taU B pte hn (m l1o71 C n MW6 I S »* teme (Zentralbi. d. Bauver - 
fiffura^en artfonln r\ k^hografia mu y completa de este asunto 
lumen 1^2 II, pdg 4^. ng ’ Ene » hl °P* 1 * d - Math - Wise., vo- 
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nas in clinad ns - -tig. 267 (a) — v por U t la energia de deforrna- 
cion de la barra vertical — fig. 267 (6)—, la energia de dei'or- 
macion total del sistema es 1 

rr r , , T7 IP—X\ 2 l , XH 
\2 cos a/ AE cos a 2AE 

Si 8 es el desplazamiento real hacia abajo del nudo O de la 
figura 15, la derivada con relation a X de la energia U, del sis- 
tema de la figura 267 (a) serA igual a — 8, puesto que la fuerza X 

del sistema tiene direction opuesta a 
Z^ ^/AZA///////////^ la del desplazamiento 8. A1 mismo 

\ x / tiempo, la derivada valdra 8; por 


consiguiente, 
»0_iO, , - 


£2 _£!!. + 13 __ 8+s= „. 

dX c)X dX 


hio. 2G7 Se ve que el verdadero valor de la 

fuerza X en la barra sobrante es el que 
hace minima la energia de deformaoidn total del sistema. Ponien- 
do, en vez de U, su valor (c), en la ecuaoidn (d) se obtiene 

_ (P-X) l + xi = 0> 

2 cos 2 a A E cos a. ' AE 

de donde 

x = — p ; 

1 + 2 co. 3 a 

Un razonamiento analogo se aplica al caso de sisternas est&- 
ticamente indeterminados con una barra sobrante. Para fijar 
las ideas, consideremos la estructura de la figura 268 (a). Las 
reacciones pueden determinarse por las ecuaciones de la esta- ;i 
tica, es decir, el sistema esta isostaticamente apoyado; pero al 
ir a determinar las tensiones en las barras, vemos que existe una J 
barra sobrante. Supongamos que esta barra sobrante sea la CD. ]. 
Quitaremos dicha barra, y en sus extremos C y D aplicaremos § 
dos fuerzas X iguales a la tension que le corresponderia y, por 1 
consiguiente, opuestas entre si. Tenemos ahora un sistema es- 1 

1 Se supone que todas las barras tienen el mismo mddulo de elas- 1 
ticidad E y la misma seccion A. 
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t&ticamente determinado sometido a la accidn de la fuerza eo- 
nocida P y de las dos desconocidas X. Las tensiones correspon- 
dientes a las barras de este sistema se podran hallar caloulando: 
primero, las que produce la carga real P y que representaremos 
por S\, siendo i el niimero de orden de la barra; segundo, Ian 
que se originan en dichas barras cuando se prescinde de la car- 



Fio. 268 


ga exterior P y se pone en lugar de las fuerzas X dos fuerzas 
unidad —fig. 268 (c) — . Estas ultimas tensiones o fuerzas mte- 
riores las representaremos por La fuerza interna correspon- 
diente a cada barra, cuando aetuan simultaneamente la fuer- 
za P y las fuerzas X, seran 

+ S'X. ( e ) 

La energia de deformation total del sistema (ecuacion 196), 
sera 

u = T = (sf+s;x)% 

»=i 2A,E tx 2A t E ' (/) 


La ecuacion se extiende a todas las barras del sistema, inclu- 
so a la CD, de que habiamos prescindido 1 . Se aplica ahora el 
teorema de Castigliano y la derivada de U respecto a X da el 
desplazamiento de los extremos F y F v el uno hacia el otro. 
En el caso actual, la barra es continua y este desplazamiento es 
eero. Por consiguiente, 



(g) 


es decir, la fuerza X en la barra sobrante es tal que hace minima 
la energia de deformacion del sistema. 


1 


Lara os m barra, 6’,” = 0 y = 1, 



318 


RESISTENCIA DE MATERIALES 


Mediante las ecuaciones (/) y (g), tendremos 


d_ (.9? + srxf k = *=» (gH-CT m = 

de donde 

_ <-1 /4E _ 

i = m 0/*J ' 

ifi 


( 201 ) 


Este procedimiento es tambien aplicable a un sistema en el 
que existan varias barras sobrantes. 

El principio del trabajo mfnimo puede aplicarse tambien en 
el oaso de que las cantidades hiperestaticas sean pares. Conside- 



remos, por ejemplo, una viga sobre tres apoyos uniformemente 
cargada (fig. 269). Si se toma como ligadura hiperestatica el mo- if 
mento en el apoyo central y se corta la viga por el apoyo B, se y 
obtendran dos vigas apoyadas — fig. 269 (6) — cargadas con los • 
pares desconocidos M b , ademas de con la carga uniforme cono- ’• 
cida de valor q. Al no existir rotation del extremo B' respecto al j 
extremo B", debido a que en nuestro oaso — fig. 269 (a ) — la elas- j 
tica es una curva continua, 


dU 

dMb 



Expresidn que indica que tambien en este caso el valor que k 
corresponde a la cantidad hiperestatica hace minima la energfa 
de deformation del sistema. s 


Problemas J 

1. La carga vertical P esta, sostenida por una barra vertical DB de, 
longitud l y seccion A y por dos barras igualmente inclinadas de Ion* 
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gitud l y seccion A 1 (fig. 270). Determinar las tensiones en las barras y 
la relation -j-, para la que dichas tensiones son numericamente iguaies. 




Fig. 270 


A 

Fig. 271 


Solution: El sistema es b i pores t At ico. Sea X la fuerza de extension 
de la barra^ vertical . Las fuerzas de compresion en las barras inclma- 

das seran (P — X) y la energla de deformacidn del sistema M 

v = 

, 2 AE ' 2A 1 E 

El principio del trabajo mini mo da: 


de donde 


dV _Xl (P — X)l 

dX~tA 27e“ = 0 ’ 


X = -i 


Sustituyendo en la ecuacidn 

X =^ (P ~ X) 

se obtiene 

•4,= a/2 A. 

2. Determinar la reaccion horizontal X en el sistema represen - 
tado en la figura 271. 

Solution: La fuerza desconocida X intervendra solamente en la 
parte de energla potencial de flexion que corresponde al trozo AB de 
la barra Para este trozo, M = Pa - Xx, y la ecuation del trabajo 
mlnimo da: 4 

— = JL f* M % dx _ l ri dM in 

dX dX Jo 2EI El Jo M dX dx El Jo (Pa — Xx> xdx 

1 (XI* Pal*\ n 

^ EL { 3 2 ~ y = °» 

J 1. * 


x -l F r 


de donde 
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Determinar las relaoiones horizontales X en el sistema de la 

figura 272. Todas las dimensions 
figuran en la tabla siguiente. 

Solution: Por el principio del 
trabajo minimo, se tiene 



u V 

' dX “■ 2 AJi '' 


Sjlj dSj 
^ ATE dX ~ 


Sea S°i la tension produeida en 
la barra i por la carga conocida P, 
s' S' la tension produeida en la mir mn 

(bj barra reemplazando las fuerzas X 

t I ^ por otras unitarias. Los valores de 

Fio. 272 S r ‘ y iS' se determinan por las con- 

diciones de la estatica y figuran en 
las columnas 4. a y 5.* de la tabla. La tension total en una barra cual* 
quiera serA: 

s, - ^ + s ; X. 


I 

i 

k 

cm. 

At 

cm.* 

od 

jSi 

~ SiS'ili 

’ A, 

A ( 

i 

450,75 

31,25 

— 1,803 P 

1,202 — 51,24 P 

20,8 

2 

395,25 

18,75 

1,581 P 

— 2,108 — 70,28 P 

93,6 

3 

125,0 

12,50 

1,000 P 

— 1,333 — 13,32 P 

17,8 

4 

450,75 

31,25 

— 1,803 P 

1,202 — 31,24 P 

20,8 

6 

395,25 

18,75 

1,581 P 

— 2,108 — 70,28 P 

93,6 


216,36 P; S 


Sustituyendo su valor en la ecuacion anterior, queda 


*(Si+S'iX)l io . „ 

? "~SiE Sl = °* 


de donde 


X = - 


i=i .A, 

' Wspli ' 
i-1 Ai 


T.os elementos de estas sumaciones figuran en las columnas 6.* y 
7 .* de la tabla. Sustituyendo los valores en la ecuacidn (/), se obtiene 

X = 0,877 P. 
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4 . Determinar la tension en la barra horizontal sobrante del siste- 
ma de la f igura 273, suponiendo que la longitud de esta barra es 750 cm. 
y el area de su seceion recta A 0 . Las p 

barras restantes tienen las mismas 1 

d imensiones que en el problema 3. j ^\. 

Solucidn : La tension de la barra 

horizontal se calcula por la ecua- A 1 i « a 

el6n (201). Esta ecuacion es analo- wfsv/. *"J p 

ga a la ecuacion (/) del problema 3, 

■poro en el sistema de la figura 273 \ 

existe ademas la barra horizontal. 

La tension produeida en esta ba- 
rra por la fuerza P aetuando sola *1 

(X = 0) es cero, es decir, S“ = 0. Fjg 273 

La tensidn produeida por las dos 

fuerzas iguales a la unidad —fig. 273 (b)~ es S' = 1. El termino adi- 
cional en el numerador de la ecuacion (/) es 


El tArmino adicional del denominador es: 

= ljjo _ 750 


Por consiguiente, empleando los datos del problema 3, 

216,36 P 

“ 750 

-7- + 246,6 


Tomando, por ejemplo, A 0 = 62,5 cm.*, 

y 216,36 P 

12 + 24M “ 0,836 P - 

vrobZtT 1 ^ 0 61 4, ’ P °: 100 men ° r el vaIor °ktenido en el 
pro Diema o, para apoyos fijos K 

Suponiendo A 0 = 6,25 cm. 2 , 

y 216,36 

120 + 246,5 ~ 0,590 P ‘ 

Se observara que en un sistema hiperestatico las tensiones en las 
barras dependen de sus secciones rectas. 60 

ra 20 JmTT*? laS ten8i ° nes en las ba ™s del sistema de la figu- 
ra 20 utihzando el principio del trabajo minimo. B 

ete rnunar las tensiones en las barras del sistema represen. 
apoyos T fijos nCi ° ~ K 86 obfclene ]a misma condicion que para 
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tado en la figura 274, suponiendo que todas las barras son de las mis4 
mas dimensiones y materiales. 

Solucidn: Prescindiendo de una barra, los esfuerzos en las demAg 
pueden determinarse por las condicion.es de la estatica; por consiguien- 
te, el sistema tiene una barra hiperestAtica solamente, sea esta barra 
la 1 y X la tension correspondiente. Todas las barras que son lados del 
hexagono tendran las mismas tensiones X; las barras 8, 9, 11 y 12 su- 
_ fren compresiones X y las tensiones en las barras 7 y 

j 10 valen P — X. 

s' La energxa de deformacidn del sistema es: 

rj ](f xn (P-X)H 

lj/\9 f U - 10 2AE +2 2 AB 


T P 

Fxo. 274 


Estableciendo que = 0, se obtiene 


7. Determinar las tensiones en el sistema de la figura 268, supo- 
niendo que todas las barras tienen la misma seccidn recta y tomando 
como hiperestAtiea la tension en la diagonal AD. 

Solucidn: Sustituyendo los datos dados por la tabla siguiente, en 
la ecuacion (201), se tiene: 

X - 8 ±*^ P. 

4 + 2y/2 


i 

h 

si 

«; 


s/h 




i 

aP 

a 

i 

a 

P 

"V 2 

V 2 

2 




i 

oP 

a 

2 

a 

P 

"Vi 

y/a 

2 




i 


a 

3 

a 

0 

"Vi 

0 

2 




i 

aP 

a 

4 

a 

P 

V 2 

V 2 

2 

5 

ay/ 2 

-p V 2 

+ 1 

— 2 aP 

a y/2 

6 

ay/2 

0 

+ 1 

0 

ay/2 


2 = — 


(3+2 y/2)aP 

V* ’ 


2 0(1 + y/2). 
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8. Un cuadro de seccidn uniforme (fig. 275) se somete a la accion 
de una carga uniformemente repartida de intensidad q. Determinar 
el momento flector en los Angulos. 

Bespuesta : 

M = («* + 6*)g . 

12 (a -f - b) 


9. Una carga P estA sostenida por dos vigas de igtial seccidn que 
se cruzan en angulo recto (fig. 276). Determinar la presion X entre 
las vigas. 

Bespuesta: 



PI * 

P + lV 


10. Encontrar el valor de la hiperestatica H en el pdrtico repre- 
sen tado en la figura 167, utilizando el principio del trabajo mlnimo. 



Fro. 275 Fig. 276 


Solucidn: La energla de deformacidn por flexidn del pdrtico es 


TJ _ 9 f h HVdx fl (Mo 

Jo 2 BI t + Jo 


— Hh)Hx 
2 El 


donde M 0 representa el momento flector para las secciones del dintel 
calculado como viga apoyada en sus extremos. Sustituyendo en la 
ecuacidn 

dU . 

dH ~ °» W 

se encuentra 

2 Hh? HhH h fl 

Eh 3 + P J = El Jo Modx - (&) 


La integral del segundo miembro es el Area del diagrama triangular 
de momentos flectores para una viga con carga concentrada P. Por 
eonsigaiente, 

J M u dx — ^ Pc(l — c). 

Sustituyendo en ( k ), se obtiene para H la expresion ya conocida 
(ecuacidn 114, pAg. 192). 
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11. Encontrar las ino6gnitas hiperestaticas en las estructuras re- 

presentadas por las figuras 166, 169 y 171, utilizando el principio de 
trabajo mlnimo. J 

12. Hallar el momento flector en la figura 269, suponiendo = 21 2 . > 


71. El teorema de la reciprocidad de los trabajos. — Comen- 
zaremos considerando la viga simplemente apoyada de la figu- 
ra 277 (a), y calcularemos la fleclia en el punto D, cuando la car- 
ga P actua en C. Esta flecha se obtiene haciendo x = d en la 
ecuacion (86), y sera 

(y) x ^ = —{P~b^-d^. {a) 


Se ve que la fleclia (a) no varia si se cambia d por b y b por d, 
lo que indica que en el caso de la figura 277 ( b ), la flecha en D x es 
p la misma que la flecha en el 

__ r * ’I f~ * „ punto D de la figura 277 (a). 

o 1 * c De la figura 277 ( b ), se ob- 

1 \ tiene la figura 277 (c), giran- 

p dola viga 180°, lo que ori- 

~c. gina que el punto G 1 coinci- 
i 6 qj * A da con el punto D, y el pun- 

to D 1 con el punto G. Por 
A & p c\ consiguiente, la flecha en C, 

■ * “• i * 6 i 1 en la figura 277 (c), es igual 

-p IG 2 tj a la flecha en D, en la figu- 

ra 277 (a). Este es un caso 

particular del teorema de la reciprocidad en el trabajo. 

Para establecer el teorema en forma general 1 , considerare- 
mos un cuerpo elastico. Sea el cuerpo representado en la figu- 
ra 278 y supongamos que esta apoyado de tal manera que le sea 
imposible todo movimiento como cuerpo rfgido. El primer es- 
tado de fatigas lo ocasiona el sistema de fucrzas exteriores 


£ u 

H — * — 1 


(C) 

Fig. 277 


Ci ^ 

(— 6 -| 


1 Un caso particular do este teorema fue obtenido por J. C. Max- ) 

well, loc. cit., pag. 310. El teorema se debe a E. Betti, II nuovo cimenlo 

(serie 2), vols. 7 y 8, 1872. En una forma mas general, el teorema fu6 jT 
dado por lord Rayleigh, London Math. Soc. Proc., vol. 4, 1873, o Scien- 

tific Papers, vol. 1, pag. 179. Diversas aplicaciones a la solucibn de pro- ) 

blomas de ingenieria han sido hechas por O. Mohr, loc. cit., pagina 316, 

y H. Miiller-Breslau, loc. cit., pag. 315. < 
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P\ y El segundo lo origina el sistema P 3 y P 4 . El corrimien- 
to de los puntos de aplicacion en las direcc ones de las fuerzas 
son S 1( § 2 , S 3 y § 4 , en el primer estado, y Sj, S', So, Sj, en el 
segundo estado. El teorema de la reciprocidad dice: El trabajo 
correspondiente a las fuerzas del primer estado para los corri- 
mientos del segundo estado es igual al trabajo correspondiente 
a las fuerzas del segundo estado para los corrimientos del pri- 
mero. Es decir, 

P 1 S 1 ' + P 2 S' = P 3 S 3 + P 4 5 4 . (203) 

Para demostrar este teorema, consideraremos la energfa de 
deformacion del cuerpo cuando actuan simultaneamente todas 
las fuerzas P x ... P 4 y ha- 
remos uso de la propiedad — *7 — "a 

de que el valor de la ener- f 2 4 ) 3 * A 

gfa de deformacion no de- "W/ /f / 

pende del orden en que se \ s'ia) V S " 

aplican las fuerzas, sino de ^ ^ 

los valores finales que estas Flo 2 7 8 

fuerzas alcanzan. Suponga- 
mos que primeramente se aplican las cargas P x y P 2 y despues 
las fuerzas P 3 y P 4 . La energia de deformacion almacenada du- 
rante la aplicacion de P 1 y P 2 es 

PjSj PaS 2 

2 + 2 (a) 

Aplicando ahora P 3 y P 4 , el trabajo suministrado por estas 
fuerzas es 

SS + M ... 

O o W 


Ahora bien, durante la aplicacion de las fuerzas P 3 y P 4 , 1 08 
puntos de aplicacion de las fuerzas P x y P 2 se habran desplaza- 
do a; y S! 2 . Por consiguiente, P x y P 2 realizan un trabajo 

Pi^i + P 2 S a *• (c) 

P 1 JJf taS ex P resi ones no se dividen por 2 porque las fuerzas P, v 
^spermanecen constantes durante el tiempo en el que sus puntos da 
aphcacidn expenmentan los desplazamientos S) y S'. ^ 
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La energia de deformation que en total ha almacenado el 
cuerpo se obtendra sumando (a), ( b ) y (c); es decir, 

U = ~ + ~ + ~ ~ + P i S 'i + P &- M> 

Si ahora suponemos que primerainente se carga el cuerpo 
con las fuerzas P 3 y P 4 y despues con las P 1 y P 2 y repetimos el 
razonamiento expuesto, obtendremos 

U = P^ + P^ + PAi + PAz + P3S3 + P 4 S 4 . (e) 

Escribiendo que ( d ) y (e) son iguales, se obtiene la ecuacion 
(203). Este teorema puede demostrarse cualquiera que sea el 
numero de fuerzas y tambibn para pares o para fuerzas y pares. 
En el caso de un par, el corrimiento que se considera es el an- 
gulo de rotation correspondiente. 

Para el caso particular de que en el primer estado de fatiga 
actue una sola fuerza P 4 y de que en el segundo estado exista 
unicamente la fuerza P 2 , la ecuacibn (203) da 1 

PiS; = P 2 S 2 . (204) 

Si P 4 = P 2 , se deduce que 8J — 8 2 , es decir, el corrimiento 
del punto de aplicacion de la fuerza P 2 en la direction de la 
fuerza P 2 producido por la fuerza P, es igual al corrimiento del 
punto de aplicacibn de la fuerza P x en la direccion de P x , pro- 
ducido por la fuerza P 2 . Una comprobaoibn de esta propiedad, 
para un caso particular, se vio para la viga de la figura 277. 

Como otro ejemplo, consideraremos la flexion de una viga 
apoyada. En el primer estado la supondremos flexada por la 
action de una carga concentrada P aplicada en su centro; en el 
segundo estado, actua sobre la viga un par flector M en su ex- 

PZ 2 

tremo. La carga P produce un giro en el extremo 0 = El 

16 al 

par M aplicado en el extremo produce en el centro una flecha 

Ml* 

16 El' 

1 El primero que probo esta propiedad fue J. C. Maxwell, y fre- 
cuentemente se denomina dteorema de Maxwell*. 
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La ecuacion (204) dice 

pJ^ =Jf ZP.. 

16 El 16 El 

El teorema de la reciprocidad de los trabajos se emplea mu- 
cho para estudiar las lfneas de iniluencia en los sistemas hiper- 
estaticos. Sea, por ejemplo, una viga empotrada por un extremo 
y apoyada por el otro (fig. 279), sometida a la accion de una car- 
ga concentrada P. Se trata de encontrar 
cbmo varia la reaccibn X cuando la car- 
ga P se mueve sobre la viga y, por con- 
siguiente, varia la cantidad x. Conside- 
remos el estado real de la viga — figu- 
ra 279 (a) — como primer estado de fa- 
tigas. El segundo estado (ficticio) sera 
el de la figura 279 (6). Se ha prescindido 
de la carga extetior y de la cantidad 
hiperestatica X y se ha cargado la viga con una fuerza unitaria 
en la direccion de X. Este segundo estado es estaticamente de- 
terminado y la elastica correspondiente (vease ecuacion 97, pa- 
gina 142) sera la de la figura. 

Si los ejes coordenados se toman como indica la figura 279 (6), 
se tendra 

y ~6EI^ x ) 2 (Zl+%). (/) 

Representemos con 8 la flecha en el extremo y con y la flecha 
a la distancia x del apoyo izquierdo. Aplicando el teorema de re- 
ciprocidad de los trabajos, se tiene: El trabajo de las fuerzas 
del primer estado para los eorrimientos del segundo es 

XS — Py. 

El trabajo de las fuerzas del segundo estado para los corri- 
mientos del primero sera nulo, puesto que el punto de aplica- 
cibn A de la fuerza unitaria tiene corrimiento nulo en el primer 
estado 1 . Por eonsiguiente, 

XS — Py = 0, 

* Las reacciones en e] extremo empotrado no se consideran en 
ambos casos a causa de ser nulo el desplazamiento correspondieiitcj. 



Fig. 279 
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de donde 



Se ve, piles, que a medida que la carga P cambia de position, 
la reaccion X es proporcional a los valores correspondientes de y 
en la figura 279 ( b ). Por consiguiente, la elastica del segundo es-- 
tado (ecuacion /) representa graficamente el modo de variar X 
con x. Esta curva sera la llnea de infiuencia de la reaccidn X 1 . 

Si actuan varias cargas simultaneamente, empleando el m4- 
todo de superposition y aplicando la ecuacion (g), se tendra 

Z P n y n , 

O 

donde y n es la flecba correspondiente a la carga P n y la suma- 
cion se extiende a todas las cargas. 1 


Problemas 

1. Construir las llneas do infiuencia para las reacciones en loa 
apoyoa de una viga continua sobre tres apoyos (fig. 280). 

Solucidn: Para encontrar la linea de infiuencia de la reaccidn en el 
j. apoyo intermedio consideraremos como 

'Y’ | c b primer estado de fatiga el de la figu- 

^ ‘ 1 ^ | , > f > ^ ra 280 (o). El segundo estado es el de la 

* ' if ** figura 280 (6), en el que se prescinde de 

^ ^ M * a oar g a P y de la reaccion X, y en el 

^ y » j lugar de esta ultima se hace actuar una 

•y ^ carga unitaria hacia arriba. Este se- 
ll i ^ gundo estado es estaticamente deter- 

v minado y su elastica conocida: — ecua- 

Fig. 280 ciones (86) y (87), pagina 136 — ; por 

consiguiente, las flecbas S e y se pueden 
calcular. El trabajo correspondiente a las fuerzas del primer estado 
para los corrimientos del segundo es 




Fig. 280 


El trabajo correspondiente a la fuerza unitaria del segundo estado 
para los corrimientos del primero (flecha cero en C) es cero; por con- 
siguiente, 

ZS — Py = 0; X =» P f - 


1 El empleo de modelos para la deterrninaci6n de llneas de in- 
fiuencia ha sido desarrollado por G. E, Beggs, Journal o) Franklin 
Institute, 1927. 
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Es decir, la elastica del segundo estado es la linea de infiuencia de 
la reaccion Z. Para obtener la linea de infiuencia de la reaccion en B, 
el segundo estado de fatiga sera el que representa la figura 280 (c). 

2. Utilizando la linea de infiuencia del problema anterior, deter - 
minar la reaccion en B si la carga P esta en el centro del primer tramo 

(* = |) —%• 280 {a). 

Rtspuasta: La reaccion estara dirigida hacia abajo y valdra 

3P l\ 

16 l\ -f- 

3. Encontrar la linea de infiuencia correspondiente al momento 
flector en el apoyo central C de la viga continua sobre tres apoyos de 
la figura 281. Utilizar la linea hallada para averiguar el valor del momen- 
to flector M c , cuando la carga P esta en el centro del segundo tramo. 

Solucidn: El primer estado le fati- 
ga es el que origina la carga real — figu- ^ M f 

ra 281 (a) — con el momento flector M c ^ — y- 1 — 

aplicado en la section C. Para el Begun- - 1 * (a) ' 4* 1 ^ 

do estado se quita la carga P, se corta A — ^3 

la viga en G y se aplican dos pares uni- * Jbj 

tarios en lugar de M c — fig. 281 (6)—. / C / ~ " 

Este ultimo caso es estaticamente de- Fig. 281 

terminado. Los angulos 0! y 0 2 vienen 

dados por la ecuacion (104), y la flecha y por la ecuacion (105). La suma 
de los angulos 0! y 0 2 representa el corrimiento en el segundo estado 
correspondiente al momento flector M c que obra en el primer estado. 
El trabajo correspondiente a las fuerzas del primer estado para los 
corrimientos del segundo es L 

M c (Q 1 + 0 2 ) — Py. 

El trabajo correspondiente a las fuerzas del segundo estado para 
los corrimientos del primero es cero, puesto que en la figura 281 (a) la 
viga no esta cortada. Por consiguiente, 

Af c (9i + 0 2 ) — Py = 0; 


1C 1 

Fig. 281 


^ = P 07+V w 

Se ve que cuando la carga P cambia de posicidn, el momento flec- 
tor M e varia proporcionalmente a la flecha y. Por consiguiente, la 


* Se supone que el momento flector M e produce una elastica 
con cava por abajo. 
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elastica on el segundo estado represents la linea de influencia de M e . 
Recordando quo 

a , o h + h 

01 + 02 = ' 3ET 

y que la flecha en el centro del segundo tramo es 

(2/)z=*| = TWM’ 

el momento flector, cnando la carga P esta, en el centro del segundo 
tramo — eeuacion (A) — , sera 


' 16 1, +i, 

4. Encontrar la Unea de influencia correspondiente al momento 
flector en el extremo empotrado de la viga AB (fig. 279) y caloular este 

momento cuando la carga esta situada & x = \ del apoyo izqiderdo. 

V 

ltcspuesta : 

M » = 7 IP' 

6. Construir la linea de influencia correspondiente a las reaccio- 1 
nes horizontales H del portico de la figura 167 (a) cuando la carga P se 
p mueve a lo largo de la barra AB. 

* I B Respuesta: La Unea de influencia 

tiene la misma forma que la elAstica 
I c XX ° I de la barra AB para las oondiciones 
■ ! ~ v>) i de carga de la figura 166 (c). 

4- — /. 6. Hallar la Unea de influencia 

correspondiente a la tensidn X en 
| I la barra horizontal CD — fig 282 (a) — 

' C * (6) r*“ f ~ • cuando la carga P se mueve a lo lar- 

p go de la viga AB. Calcular X ouan- 

a ~ji~T < ^° carga esta eu el centro de la 

' 1 n viga. Los commientos debiJoa al 

■-*. 1 \ alargamiento o oontracci6n de las 

_____ _____ 4 , barras se desprociaran y sdlo se con- 

0 'iLfi. siderarA el corrimiento debido a la 

flexion de la viga AB. 

Fig. 282 Soluciin : El estado de carga de 

la figura 282 (a) se tomara como pri- 
mer estado de fatiga. En el segundo estado se prescinde de la carga P y 
de las fuerzas X, y en el lugar de estas ultimas se colocan dos fuorzas uni- 
tarias — fig. 282 (6) — . Debido a estas fuerzas, se transmitirAn a la viga 
•4 B en los puntos F y H unas presiones verticales dirigidas haoia arri- 

1 *hi 

ba de valor — y la viga flexara tal como se indica con iineas de trazos. 


\-A 


JL^ — rm. 

Ya 


Fig. 282 
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Si la flecha de la viga en el pun to correspondiente a la carga P la repre- 
sentamos con y y S es el corrimiento de los puntos G y D, uno hacia el 
otro, en el segundo estado de fatiga, el teorema de la reciprooidad de 
los trabajos da 

XS — Py = 0 o sea X = P |. 


Por consiguiente, la elastica de la viga AB, en el segundo estado, 
es la linea de influencia pedida. La flexion de una viga por la acci6n 
de dos cargas situadas simetricamente se analizo en el problema 1, pA- 
de dos cargas situadas simetricamente se analizd en el problema 1, pa- 

gina 161. Poniendo — - en lugar de P en las formulas que obtuvimos, 
c 

las flechas de la viga en F y a la mitad de la luz seran 


(y)x-c — (31 4 c) 




respectivamente. 

Examinando la rotacidn del triAngulo A FO — fig. 282 (c) — como un 
cuerpo rigido, se ve que el corrimiento horizontal del punto G es igual al 

h 

corrimiento vertical del punto F multiplicado por por consiguiente, 
S = 2^( 2/ )_=35 i (31- 4 c). 

Sustituyendo este valor y el de la flecha a la mitad de la luz en la 
eeuacion (i), se obtiene 

P 3P-4c» 

8 h 31 — 4c ' 

7. Encontrar la linea de influencia correspondiente n la tensidn 
en la barra CD del sistema representado en la figura Zoo, despreoiaado 

. . „ . f\ 


Fig. 284 


E 


*■ 2 

I 2 J 


Fig. 283 


los corrimientos debidos a los acortamientos y alargamientos de las 
barras y considerando solamente la flexion de la viga AB. 

Respuesta: La Unea tendra la misma forma que la correspondiente 
a la reacoi6n en el apoyo central de la viga sobre tres apoyos (v6ase pro- 
blema 1, pag. 328). 

8. Construir la linea de influencia para la barra BC que atiranta 
a la viga AB. Hallar la tension en BC cuando P esta a la mitad de 
AB (fig. 284). 
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Respuestn: Despreciando los corrimientos debidos al alargamiento 
del tiraute BC y a la contraccion de la viga A B, la fuerza en BC ea 

5 P 
16 sen ct 

72. Casos de exeepeion. — Al deducir el teorema de Castiglia- 
no y el de reciprocidad de los trabajos, se ha supuesto que los 
corrimientos debidos a la deformacion son proporcionales a las 

cargas que obran sobre 
ji e l sistema elastico. Exis- 

i ~7 — ^ ten casos para los que 

l dichos corrimientos no 

/ H ✓ x jm/ son proporcionales a las 

/ |§i ✓ car g as aun cuando el 

' o , ' A ~ di o 5 material de que esta for- 
mal <b) mado el cuerpo siga la 

Fig- 285 ley de Hooke. Estos ca- 

sos se presentan siempre 
que los corrimientos debidos a la deformacion influyen en la accion 
de las cargas exteriores. En dichos casos, la energia de deforma- 
cion no es ya una funcion de segundo grado y el teorema de Cas- 
tigliano no es valido. Para aclarar esta limitacion, vamos a consi- 
derar el caso sencillo de que solamente una carga P actue sobre 
el sistema elastico. Supongamos primeramente que el corrimien- 
to 8 es proporcional a la fuerza correspondiente P, tal como indi- 
ca la linea recta OA de la figura 285 (a). El area CAB representa 
la energia de deformacion almacenada por el sistema durante la 
aplicacion de la carga P. Para un aumento infinitesimal d 8 en 
el corrimiento, la energia de deformacion aumenta en la canti- 
dad que representa el area rayada en la figura y se obtiene 

dU — PdS. (a) 

Si la ley de variacion es lineal, el triangulo infinitesimal ADO 
es semejante al triangulo OAB\ por consiguiente, 

M 8 . SdP 

dP P P w 

Sustituyendo este resultado en la ecuacion (a), 

dU = P M ~, 


d 8 = ^. 

P 
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de donde se deduce el teorema de Castigliano: 

dU 

— =3. (c) 

dP W 

Un caso para el que no puede aplicarse el teorema de (Jas- 
tigliano es el representado en la figura 286. Dos barras horizon- 
tales e iguales AC y BC, articuladas en A, By C, estan some- 
tidas a la accion de la fuerza vertical P aplicada en C. Sea C\ la 
posicion de C despues de la defor- 

macion y a el angulo de inclinacion j g i \ 

de cada barra en la posicion defor- ' . / ~~ - ^Ar / ? 

mada. El alargamiento unitario de 
las barras deducido de la figu- 
ra 286 (a) es 


= (— 

\cos<x / 


Fig. 286 


Si solamente se consideran corrimientos pequenos, a es pe- 
1 

queno y vale, aproximadamente, Sustituyendo en 

cos oc 

(d), se tiene 

a 2 

e= — • 

2 


Las tensiones en las barras son 
T = AEz = ■ 


AE^ 


Por la condition de equilibrio del punto C x - — fig. 286 (6)—, 

P = 2al\ (/) 

y con el valor de T, dado por la ecuacion (e), 

P - AE«.\ 

de donde 


P = AEol 3 , 


h 3 

II 

« 

w) 

II 

8 

II 

1205) 
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En este caso, el corrimiento no es proporcional a la carga P 
a pesar de que el material de la barra sigue la ley de Hooke. 
La relacion entre 8 y P esta representada en la figura 285 (6) por 
la curva OA. El Area rayada OAB en dicha figura representa la 
energia de deformaci6n almacenada por el sistema. El valor de 
la energia de deformation es 


U — I Pd 8 


Sustituyendo el valor de 

8 3 

P = AE 

l 3 

despejado de la ecuacion (205), se obtiene 


_AE f? 

~ l 3 Jo 


S 3 dS = 


= ps = pi -.y p 


Lo que demuestra que la energia de deformacidn no es una 
funcidn de segundo grado en la fuerza P. Tampoco vale dicha 
energia la mitad del producto P'S (vease artlculo 68), si no sola- 
mente su cuarta parte. El teorema de Castigliano no sera valido: 

du = ± (pi-f/ T\i n 8 /T _i s 

dP dP\4 \ AEj 3 f AE _ 3 

Resultados analogos se obtienen en todos los casos en que los 
corrimientos no son proporcionales a las cargas. 
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MOMENTOS DE INERCIA DE LAS AREAS PLANAS 


I. El momento de inercia de un area plana eon relaeidn 
a un eje de su piano 

A1 estudiar la flexion de vigas, se encontraron integrales de 
este tipo: 

I * = f A yHA • ( 1 ) 

en las que eada elemento de area dA esta multiplicado por el 
cuadrado de su distancia al eje 2 y la integracion extendida al 
area A de la seccion recta de la viga (fig. 1). Una integral de 



esta naturaleza se denomina momento de inercia del area A 
con relacion al eje z. En casos sencillos, los momentos de inercia 
se calculan anahticamente con facilidad. Sea, por ejemplo, un 
rectangulo (fig. 2). Para calcular el momento de inercia de este 
rectangulo con relacion al eje horizontal de simetria z, se puedo 
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dividir el rectangulo en elementos infinitesimales tales como el 
representado en la figura por el area rayada. De este modo, 

I, = 2 f* y 2 bdy = (2) 

Jo 12 

De la misma manera, el momento de inercia del rectangulo 
con relaeion al eje y es 


'H: 


La ecuacion (2) sirve tambien para el calculo de I z en el pa- 
ralelogramo representado en la figura 3, puesto que este parale- 
iogramo puede deducirse del rectangulo representado con llneas 



Fig. 3 Fxo. 4 


de trazos por un despiazamiento paralelo al eje z de elementos 
tales como el rayado en la figura. Las areas de los elementos y 
sus distancias al eje z permanecen invariables en el despiaza- 
miento y, por consiguiente, I z ea igual al I z del rectangulo. 

Para calcular el momento de inercia de un triangulo con rela- 
tion a su base (figura 4), tomaremos como area elemental la 
rayada en la figura, cuyo valor es 

dA = b h -^-dy 
h 

La ecuacion (1) da 



El metodo de calculo expuesto se utiliza de modo general. 
El momento de inercia se obtiene dividiendo la figura en 
fajas infinitesimales paralelas al eje y despues integrando la 
ecuacidn (1). 
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El calculo puede muchas veces simplificarse dividiendo la 
figura en partes cuyo momento de inercia con relacidn al eje se 
conoce. En este caso, el momento de inercia total es la suma de 
los momentos de inercia dfe las diversas partes. 

El momento de inercia de un area con relaeion a un eje tiene 
las dimensiones de una lengitud a la cuarta potencia, segun se 
deduce de su definicion — ecuacion (1) — ; por consiguiente, divi- 
diendo el momento de inercia con relaeion a un cierto eje por el 
area de la section y extrayendo la raiz cuadrada, se obtiene una 
longitud. Esta longitud se denomina radio de giro con relaeion 
a dicho eje. Para los ejes y y z, los radios de giros son 



Problemas 


1. Encontrar el momento de inercia del rectangulo de la figura 2 
con relacibn a su base. 

Respites ta: 

. bh * 

2. Encontrar el momento de inercia dol triangulo ABO con rela- 
oi6n al eje *' (fig. 4). 



Fig. 5 


Solution: Este momento es la diferencia entre el momento de iner- 
cia del paraleiogramo A BOO y el del triangulo BDO. Por consigumate, 
T bh * bh 3 bh* 

t =z 3 12 ~~T’ 

3. Enoontrar I M para las secoiones de la figura 5. 

Reapuesta: 

j _ a‘ _ (a - 2 h)\ 6o* (6 — hA (a — 2 h)* 

**" U 12 1,=x 12 12 * 
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4. TCneontrnr r-T momonto de inercia de un cuadrado de lado a 
con re lac i on a una diagonal. 

Bespuesta : 


6 Hallar k y y k z para el rectangulo representado en la figura 2. 
Bespuesta; 

k - k = _A_. 

v 2^3’ * 2V3 


6. Hallar k. para las secciones 5 (a) y 6 (b). 


II. Momento polar de inercia de un drea plana 

El momento de inercia de un area plana con relacion a un 
eje perpendicular al piano de la figura se denomina momento 
polar de inercia con relacion al punto en que el eje corta al piano 
(punto 0 en la figura 1). Analfticamente, se define por la integral 


l ' = l 


segun se ve, cada elemento de area dA se multiplica por el cua- 
_ drado de su distancia al eje y la integration 

^ se extiende a toda el area de la figura. 

/ \ Con referenda a la figura 1, r 2 = y 2 -j- z 2 , 

I \ y P or ecuacion (4), 


I v — J (y 2 + zi ) dA — /„ + J t , 


. Es decir, que el momento polar de iner- 

p I0 . 6 da con relacion a un punto 0 es igual a la 

suma de los momentos de inercia respecto 
a dos ejes rectangulares y y z que pasan por dicho punto. 

Consideremos una seccidn circular. El momento polar de 
mercia de un cfrculo con relacion a su centro se utiliza al anali- 
zar la torsion de un eje circular (vease artfculo 58). Si se divide 
el area del cfrculo en anillos elementales, tal como indica la figu- 
ra 6, se tiene dA = 2 -rdr, y por la ecuacion (4), 


d 

f 2 r»dr = 
lo 
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Se ve que en este caso, en virtud de la simetrfa I z — 1 ■ 
por consiguicnte, de las ecuaciones (5) y (6) se deduce 



(7) 


El momento de inercia en la elipse, con reladdn al eje z 
(figura 7), puede obtenerse comparando la elipse con el cficulo 
representado en la figura con lfnea de trazos. 



Fig. 7 


La altura y de un elemento cualquiera de la elipse, tal como 
el rayado de la figura, puede obtenerse reduciendo la altura y del 

elemento correspondiente del cfrculo en la relacion Segfin se 

deduce de la ecuacion (2), los momentos de inercia de estos dos 

b 3 

elementos con relacidn al eje z estan en la relacion Los mo- 

a s 

mentos de inercia de la elipse y del cfrculo estaran en la misma 
relacion; por consiguiente, el momento de inercia de la elipse es 
t 7i (2 a) 4 6 s nab 3 


Del mismo modo, para el eje vertical 

T nba 3 


el momento polar de inercia de una elipse serd (ecuacion 5) 




7 zab 3 nba* 

4 4 
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Problemas 

1. Hallar el momenta polar de un rectAnguIo con relaci6n al cen- 
tro de gravedad (fig. 2). 

Reapuesta : 

1 - b J£. i 
p 12 + 12 ' 

2. Hallar los momentos polares de inercia con relation a sus 
centros de gravedad de las Areas representadas en la figura 5. 

III. Cambio de ejes 

Si se conoce el momento de inercia de un area (fig. 8) con 
relacion a un eje z que pasa por su centro de gravedad, el mo- 
mento de inercia respecto a otro eje z' 
. — - — paralelo al primero puede calcularse por 
( CL ) z la ecuacion 

/, = / f + Ad\ (10) 

L z' donde A ea el area de la figura y d la 

p IG 8 distancia entre los ejes. En efecto, por 

la ecuacion (1), 


(y + d)HA = / yHA + 2 / yddA + / dHA. 


La primera integral del segundo miembro vale I z , la tercera 
integral es igual a Ad ‘ 2 y la segunda inte- y 

gral es cero, debido a que el eje z pasa por 

el centro de gravedad, con lo que queda — J -F^- — Z( 

probada la ecuacidn (10). La ecuacidn (10) *- -* ) 

es muy util para el calculo de los momen- 

tos de inercia correspondientes a secciones — * 

de vigas compuestas (fig. 9). Las posicio- _ ,!L t> 

nes de los centros de gravedad de los angu- [" "] i l 

lares y los momentos de inercia de sus sec- — r - — ~ ~ z, | 

ciones con relaci6n a ejes que pasan por F io . 9 

sus centros de gravedad vienen dados en 
los oat&logos. El cAlculo de los momentos de inercia de los an* 
gulares con relacidn al nuevo eje z pueden bacerse faciluionte 
empleando la ecuaoidn (10). 


L-l 

Fio. 9 
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Problemas 

1. Empleando la formula del cambio de ejes, hallar el momento 
de inercia de un tri Angulo (fig. 4) con relaciAn al eje que pasa por el 
centro de gravedad y es paralelo a la base. 

Respuesta: 

T bh » 

/= 36* 

3 . Hallar el momento de inercia I z de la secoidn representada 
en la figura 9 si h = 50 cm., b =* 1,25 cm. y los angulares son de 
10 X 10 cm. X 1,25 cm. 

Solution : 

I t = 59453 cm.*. 

3. Hallar el momento de inercia con relaci6n a la lfnea neutra de 
la secci6n en C do la figura 86. 

IV. Producto de inercia. Ejes principales 

La integral 



en la que cada elemento de area dA se multiplica por sus coor- 
denadas y la integration se extiende al area de una figura plana, 
se denomina producto de inercia de la figura. Si una figura tiene 
un eje de simetrfa y se toma como eje y o eje z (fig. 10), el pro- 
ducto de inercia es igual a cero. Esta propie- 
dad se deduce de que en este caso por cada 
elemento cL4 cuya z es positiva, existe otro 
elemento dA' igual y sim6tricamente coloca- 
do, euya z es negativa y cuya y vale lo mis- 
mo. Los productos elementales correspondien- 
tes yzdA se anulan entre si; por consiguiente, 
la integral (11) se anula. 

En el caso general, para un punto cual- 
quiera de una figura plana, se pueden hallar siempre dos di~ 
recciones perpendiculares para las que el producto de inercia 
se anule. Sean, por ejemplo, los ejes y y z (fig. 11). Si giramos 
los ejes 90° alrededor de O, en el sentido de las agujas del 
reloj, las nuevas posiciones de los ejes son las y' y z' de la figu- 
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ra. Las relaciones entre las nuevas ooordenadas y las antiguas 
de un element© dA son 

y' = *' = — y. 

Por consiguiente, el producto de inereia para los ejes nue- 
vos es 



es decir, en virtud de la rotacion, el producto de inereia conser- 
va su valor, pero cambia signo. Como el producto de inereia 
varia de modo continuo con el anguio de rotacion, tiene qua 



Fig. 11 Fig. 12 


existir una cierta posicion comprendida entre las estudiadas, 
para la cual se bay a anulado. Las direcciones correspondientea 
se denominari ejes principales. Cuando el origen de coordena- 
das es el centro de gravedad, las direcciones principales se de- 
nominan ejes centrales principales. Si una figura tiene un eie 
de simetria, este eje y el perpendicular a el son los ejes princi- 
ples de la figura, puesto que el producto de inereia con rela- 
cion a ellos es nulo, como hemos dicho anteriormente. 

Si se conoce el producto de inereia de una figura para un 
par de ejes y y z (fig. 12), que pasan por su centro de gravedad, 
el producto de inereia para los ejes paralelos a ellos y' y z se 
halla por la ecuacion 

Iy'i' = 1 VI + Aab ; (12) 

En efecto, las ooordenadas de un elemento dA, en relacii6n 
a los ejes nuevos, son 

y' = y-\- 


z' — z j- a 


MOMENTOS BE INEKCIA DE LAS A.REAS PLANAS 


343 


por consiguiente, 

ly z - = f y’z’dA = J (y -1- b) {z + a)dA 

— I yzdA 4- I olid A -j- I yadA + / hzdA. 

JA Ja JA Ja 

Las dos ultimas integrales son nulas, puesto que C es el 
centro de gravedad de la figura y la ecuacion se reduce a la 
expresion (12). 

Problemas 

1. Hallar I y - Z para 6] rectangulo de la figura 2. 

Respuesta, : 

T b*h* 

J Vz' = -4-* • • 

2. Hallar el producto de inereia del angular de la figura 13 con 
relacidn a los ejes y y 2 . Resolver la misma cuestion para los y x y z v 

Solution: Dividiendo la figura en dos 
rect&ngulos y empleando la ecuacidn (12) / 

para cada uno de ellos, se encuentra ‘_A / z t 

r , A»(a 2 -/i 2 ) I 

V = — + 4 a 

Por simetria, = 0. \ y ♦ 

3. Determinar los productos de iner- ' s ^ ! h 

cia de las secciones de la figura 5 si C es / , a , 

el centro de gravedad. 

Solution: Para la figura 5 (o) y (6) Fig. 13 

1 U2 — 0 por la simetria. En el caso de la 

figura 5 (c), dividiendo la figura en tres rectangulos y aplicando la 
ecuacion (12), se tiene 


Fig. 13 


I m = — 2 ( 6 — hi) h 


a — hb 


V. Cambio de direccidn de los ejes. Determinacidn 
de los ejes principales 

Supongamos que los momentos de inereia 

l t = j yUA ; J„=j zHA 
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y el producto de inercia 

I vz = J yzdA (6) 

son conocidos para dos ejes y y z rectangulares (fig. 14) y que 
ee quieren hallar las mismas cantidades para los ejes nuevos y 1 



Fig. 14 


y z v Considerando un Area elemental dA, las nuevas coordena- 
das en funcion de las antiguas son 

z 1 = z cos <p 4 y sen 9 ; y 1 — y cos 9 — z sen 9, (c) 

siendo 9 el angulo que forman los ejes z y z v 

De este modo, ' 

4, = I y\dA = / {y cos 9 — z sen 9 ) 2 dA — y 2 cos 2 <pdA 

Ja Ja Ja 

4- y z 2 sen 2 rydA — J 2 yz sen 9 cos 9 dA, 
o, empleando ( a ) y (b), 

4, = l z cos 2 9 4 I v sen 2 9 — I vz sen 29 ( (13) 

Del mismo modo, 

4, = I, sen 2 9 + I v cos 2 9 4 I yz sen 29. (13') 

Sumando y restando las ecuaciones (13) y (13'), se obtiene 

4, + 4, = 4 + 4. U4) 

4, — 4, = (4 — 4) cos 29 — 2 4, sen 2 9 (15) 
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Estas ecuaciones sirven para el calculo de 4, 0 4r P ara 


calcular l ViH , tendremos 


4.*. = J Vi z i dA = J (y cos 9 — 2 sen 9) (z cos 9 
-j- y sen 9) d-d = J' y l sen 9 cos 9 

— /* z 2 sen 9 cos 9 dA 4 J' yz( cos 2 9 — sen 2 9) 44, 
o, empleando las ecuaciones (a) y (6), 

4,e, = (4 — 4) 1 sen 29 4 I V z cos 29. (16) 

2 

Los ejes principals de inercia son aquellos para los que el 
producto de inercia sea nulo. Por consiguiente, y x y z l seran los 
ejes principales si el segundo miembro de la ecuacion (16) se 
anula, es decir, si 


lo que da 


(4 — 4) ~ sen 2< P + 4» 008 2< P ~ 


tg29=y^-. 


Como ejemplo, determinaremos las direcciones de los ejes 
principales de un rectangulo reierentes a unu de sus vertices 
(ligura 2). En este caso, 


4 '*' — 


por consiguiente, 


is it/ 

tg 2 9 = /hb 3 bhh = 2 (6 2 — l 2 ) ■ 


Ihb 3 bh 3 \ 


A1 deducir la ecuacidn (17), el angulo 9 se tom6 como posi- 
tivo en el sentido de las agujas del reloj (fig. 14), de modo qr.e 9 
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debera tomarse en ese sentido, cuando al calculate sea positivo. 
La ecuacion (rl) da dos valores diferentes para <p, que difieren 
en 90°. Son las dos direcciones perpendiculares de los ejes prin- 
cipales. Conociendo las direcciones de los ejes principales, los 
momentos de inercia correspondientes pueden hallarse por las 
ecuaciones (14) y (16). Los radios de giro correspondientes a los 
ejes principales se denominan radios de giro principales. 

Si y 1 y z l son los ejes principales de inercia (fig. 15) y k Vt y k z 
los radios de giro principales, la elipse que tiene por semiejes & 



Fig. 16 



y h Zi se denomina elipse de inercia (fig. 15). Trazada esta elipse, 
el radio de giro k z para un eje cualquiera z puede obtenerse 
graficamente trazando una tangente a la elipse paralela a z. 

La distancia desde el origen 0 a esta tangente es la longitud 
de k z . La elipse de inercia da idea clara de c6mo varia el mo- 
mento de inercia cuando el eje z gira en el piano de la figura 
alrededor del punto O, y muestra que los momentos de inercia % 
maximo y mrnimo acontecen para los ejes principales y se de- 
nominan momentos principales de inercia. x 


Problemas 

1. Determinar las direcciones de los ejes principales para la seo- 
cidn en Z — fig. 5 (c) — , si h => h 1 = 2,5 cm., b — 12,6 cm., a => 25 cm. 

2. Hallar la direcci6n de los ejes centrales principales y el valor 
de los momentos principales de inercia correspondientes para un an- 
gular de seocion 12,5 cm. x 6,25 cm. X 1,25 cm. 


it ' ‘ . 
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Beapuesta : 

tg 2<p = 0,547; / m4x = 365,6 cm.*; I m | n => 3S.7 cm.*. 

3. Determinar los semiejes de la elipse de inercia para una sec- 
ci6n ellptica (fig. 7). 

Beapuesta : ' 



4. jEn qu6 condiciones la elipse de inercia se transforms en tm 
circulo? 

Respuesta : Cuando los momentos de inercia con reiaciou a los ejes 
principales son iguaies. 
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